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5 Funcoes elementares

Nessa se¢cao buscamos encontrar fungoes complexas analiticas com o maior dominio
possivel que quando restritas a reta real concordam com fungoes elementares - sin,
cos, exp.

Veremos que as funcgoes obtidas satisfazem as mesmas equacoes diferenciais da

versao real, mas trazem também novas propriedades.

5.1 Funcao exponencial

A funcao exponencial complexa é

exp(z) = e® cosy + ie”siny.

O dominio da exponencial é C.

Como a exponencial real, seno e cosseno sao fungoes com derivadas continuas, para
verificar a analiticidade de exp basta testar as condigoes de Cauchy-Riemann.

Tome u = e® cosy e v = e”siny, podemos calcular
— T — 5T &3 — B <8 _ T
Uy = €°cosy, Uy =e"siny, uy,=—e"siny, v, =e"cosy,
verificamos entao que para todo z,y, temos

Uy = Uy = U, Uy = —Ug = —7,




e exp ¢ de fato analitica.

Podemos entao calcular sua derivada:
! _ N _ X - T : —
(expz)’ = u, +iv, = e” cosy + ie” siny = exp z.

Temos portanto a mesma equacao diferencial, exp’ = exp.

A imagem pela exponencial complexa da reta z = xg + iy, para xq real fixo, é um
circulo.
De fato, temos

exp(xg + iy) = e (cosy + isiny),
calculando a sua norma, temos
| exp(zo + iy)| = |€™||(cosy + isiny)| = e™(cos? y + sin’y) = e™.

Assim a reta vertical x = xy é transformada no circulo de raio e™ centrado na
origem. (Note que como z é real, e é sempre um niumero positivo, mesmo que

possa ser pequeno.)




Para verificar que exp é uma extensao da exponencial real, observe que quando
y = 0 temos

exp(x + 0i) = e®(cos 0 +isin0) = e”.

Assim, em particular, a imagem da reta real é o intervalo (0, c0).
Outros valores interessantes da exponencial incluem a imagem da reta y = 7, onde
temos

exp(z + im) = e(cos T+ isinm) = —e”,

ou seja, nessa reta a exponencial é negativa (e assume todos os valores reais nega-
tivos).

A reta y = 7/2, tem como imagem o eixo imagindrio complexo positivo:

exp(x +im/2) = e (cosm/2 + isinw/2) = (0 + 1i) = ie”.

Diferente da exponencial real que é sempre positiva, a exponencial complexa assume
todos os valores w # 0.

J& vimos que em retas horizontais especificas a fungao cobre semirretas comecando
na origem. Isso é verdade em geral: dado yg € R fixo, a imagem da reta z = x + iy,
é

exp(x + iyo) = €*(cosyo + isinyy) = €*(2),

onde zy = cosyp + ¢sinyy ¢ um complexo unitario. Fazendo variar gy no intervalo
(—m, ], o nimero exp(iyy) percorre todas as diregoes a partir da origem. Assim a

imagem de exp é C\{0}.




O valor de exp no ponto 7 da origem a identidade de Euler:

A parte trigonométrica da exponencial produz novas propriedades de simetria. A

mais importante € que a exponencial é periédica, com periodo 2mi:
exp(z + i2m) = exp(z + i(y + 27)) = €® cos(y + 2m) + ie” sin(y + 2m)

= e cosy + ie” siny = exp(z).

Uma segunda simetria é

exp(z +im) = — exp(z),

que segue de sin(t + m) = —sint, cos(t + 7) = —cost. Assim a imagem da fungao

exp ¢ determinada pela faixa
{z=x+iy; —m<y<w}

Podemos ver no mapa de cores que a imagem dessa faixa horizontal se repete nas

demais, alternando o sinal.
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A forma exponencial do nimero complexo z é
z = |z| exp(iArg(2)),

também escrita

5 = |Z|€iATg(Z).

A notagao exponencial abrevia a escrita de cos Arg(z) + isin Arg(z), elas sdo de
fato iguais:

exp(ip) = exp(0 + i) = €° cos ¢ + ie” sin .

Ainda temos a propriedade operacional
exp(z + w) = exp z expw
De fato, da definicao acima temos
exp(z + iy + 7 +is) = " (cos(y + s) + isin(y + s)),

e das propriedades da exponencial real e*" = e%e".
Concluimos observando que ja sabemos que o produto de dois complexos soma 0s

argumentos:

e“e’(cos(y+s) +isin(y+s)) = e’e"(cosy+isiny)(cos s+ isins) = exp(z) exp(w).




5.2  Funcoes hiperbdlicas

Definicao
Seno hiperbdlico
) g =g
sinh z =
2
Cosseno hiperbdlico
z —Zz
+e
cosh z =
2

Como exp ¢ definida no plano todo, o dominio de sinh e cosh é também C. Eles sao
definidos usando a expressao analoga a real, assim sao extensoes das fungoes reais:

et + e *

cosh(z + 0i) = 5




Podemos calcular as derivadas escrevendo as funcoes na sua forma binomial

e’ cosy + ie” siny + e " cos(—y) + ie " sin(—y)
)

cosh z =

T —T T —Z

e’ +e €7 —e . .. g
:Tcosy+szmy:coshwcosy—l—zsmhxsmy.

Derivando as partes real e imagindria do cosseno hiperbdlico, temos
u, = sinhz cosy, u, = —coshxsiny, v, = coshxsiny, v, = sinh z cosy,
e Vemos que u, = Uy, U, = —V;. Concluimos que cosh é analitica com

(cosh 2)" = u, + v, = sinh x cosy + i cosh x sin y.

[—




Verifique que

sinh z = sinh x cosy + ¢ cosh x sin y.

Derivando as partes real e imagindria temos
Uy = coshx cosy, u, = —sinhxsiny, v, = sinhxsiny, v, = coshz cosy,
e Vemos que u, = vy, U, = —v;. Concluimos que sinh é analitica com

(sinh 2) = u, + tv, = coshx cosy + i sinh x siny = cosh z.

Voltando no cosseno hiperbdlico, a tltima expressao nos diz que
cosh’ = sinh, sinh’ = cosh,

as mesmas equacoes diferenciais satisfeitas pelas funcoes reais originais.
As identidades que seguem da equacao diferencial também sao mantidas. Por exem-

plo, podemos verificar diretamente que para todo z complexo

(cosh 2)? — (sinh 2)? = 1.




Vamos encontrar todos os zeros do seno e cosseno hiperbdlicos.

Comecando com cosh, temos a equagao

o ) coshxcosy =0
cosh z = 0 = coshx cosy + isinhxsiny =0 =

sinhzsiny =0

Como z,y sao reais, coshz # 0 sempre. Da primeira equagao segue cosy = 0 e
y = m/2+km, k inteiro. Nesse caso siny = £1, e da segunda equacao segue x = 0 (o

tnico zero de sinh na reta real). Portanto todos os zeros estao no eixo imagindrio,
(T
coshz=0 <« z:z(§+k7r), ke Z.

Verifique que

simhz=0 <& z=i(kr), keZ.

Definicao
As outras fungoes sao definidas a partir de seno e cosseno, conforme usual.
Tangente hiperbodlica
sinhz e —e™*
tanh z = =
coshz e*+e*
Cotangente hiperbdlica
cosh z
coth z =
sinh z
Cossecante hiperbdlica
1
csch z =
sinh z
Secante hiperbdlica
1
sech z =
cosh z




Secante e tangente hiperbdlicas sao funcoes analiticas exceto nos pontos onde

cosh z = 0, isto é, no conjunto
(T
(C\{z (§+k:7r), keZ}.

Usando as regras de derivagao, verificamos que

sinh z
sechz) = — = —sechz tanh z,
( ) cosh 22
(tanh 2’ sinhz\’  cosh 22 — sinh 22 1 -
anh 2) = = = = sechz”.
cosh z cosh 22 cosh 22




Verifique de forma similar que cossecante e cotangente hiperbdlicas sao funcgoes

analiticas, exceto nos pontos onde sinh z = 0, e suas derivadas coincidem com as

derivadas da versao real.

5.3 Funcoes trigonométricas

Definicao

Para z € C, definimos

exp(iz) — exp(—iz)
2% ’

exp(iz) + exp(—iz)
2

sin 2 =

COS 2 =

Comparando as expressoes de exp(iy) e exp(—iy), para y real, vemos que
exp iy + exp(—iy) = 2cosy, exp iy — exp(—iy) = 2isiny.

Como as expressoes a esquerda podem ser calculadas substituindo y por z complexo

qualquer, elas dao origem a definicao de seno e cosseno acima.




-2 0 2 —10 -5 0 5 10

-2 0 2 —10 -5 0 5 10




Seno e cosseno sao portanto fungoes definidas em todo C. Vamos verificar onde sao
analiticas.

Escrevendo w = iz nas defini¢oes, temos

exXp w + exp —w

cos z = 5 = coshw,
) exp w — exp —w .
sinz = , = —isinh w,
21
uma vez que 1/i = —i. Temos portanto
cos z = coshiz, sin z = —isinhiz.

Como vimos que sinh e cosh sao fungoes inteiras, segue que seno e cosseno também

sao, e sua derivada é obtida pela regra da cadeia

(sin z)’ = (—isinhiz) = —i®coshiz = cos z,

(cosz) = (coshiz) = isinhiz = —sin 2,

isto é, temos as mesmas derivadas das funcoes reais.

Um ponto chave do exemplo anterior é a relagao entre as fungoes trigonométricas e

hiperbdlicas, que nos permite evitar trabalho dobrado:

cos z = cosh iz, sin 2 = —isinh iz.




manutenca I 0 in' = = —sin produz mesm Triv.
A manutencao das relacoes sin’ = cos, cos’ S oduz as mesmas derivadas
para as versoes complexas das outras funcoes trigonométricas. Além disso, temos
ainda a identidade

cos?z +sin®z =1,

ela pode ser verificada derivando os dois lados.

: ™ .
sin (5 +iln(2 + \/5)) =2

Embora ainda tenhamos que a soma dos quadrados de seno e cosseno é constante,
isso nao significa que as fungoes sao limitadas. De fato, seno e cosseno sao funcoes
complexas sobrejetoras - a equacao sin z = w sempre tem infinitas solugoes.

Por exemplo, tomando w = 2, temos a equagao

sinz cosh y + 7 cos x sinhy = 2 + 01,
comparando parte real e imaginaria vem

sinz coshy = 2, cosxsinhy = 0.

Suponha primeiro que sinhy = 0, segue que y = 0 e coshy = 1. Mas a equagao
sinz = 2 nao tem solugao.
Segue que y # 0 e cosx = 0, sinx = £1. Ficamos entao com coshy = £2, que s6

tem solucdo no caso positivo: y = In(2 £+ v/3), v = 7/2 + 2k,

z=m/2+ 2km +1i In(2 = V3).




A funcao sinc é definida por

sin z

) 2#07
1, z=0.

sine(z) =

A funcao real sinc é continua e derivavel em toda a reta. Vamos estudar a analiti-
cidade da sua extensao complexa.
Sabemos que como quociente de duas fungoes inteiras (sinz e z), a fungao sinc ja

é analitica no conjunto z # 0 e tem derivada

y zcosz —sinz  cosz sinz
sinc'(z) = 5 = -
z z z

Vamos agora analisar o ponto restante usando a defini¢ao de derivada. Temos

sin z

sinc(z) — sinc(0)  *3*—1 sinz—z

z2—0 z 22
logo
. . sinz—z2
sind(0) = lim ———— = 0.
z—0 2:2

Portanto sinc é uma funcao inteira.




Vamos descrever como o seno transforma o plano.

Para uma reta vertical x = x, parametrizada por z(y) = x¢ + iy, temos
sin z = sin zg coshy + 7 cos xgsinhy = v + v

Observe que

u? v?

coshy? —sinhy? =1 — — 5 — 5 =1
S111 T COS Tg

e quando y varre os nimeros reais, percorremos um dos ramos da hipérbole (de
acordo com o sinal de zp). Assim o par de retas verticais © = +x, é transformado

em uma hipérbole.

Para uma reta horizontal y = yo, um cédlculo similar mostra que fazendo x percorrer
os reais, a curva sin(z + iyp) percorre infinitas vezes a elipse

u? v?

= 1.
cosh yo? - sinh /42

Transformacao sin

Transformagao sinh




5.4 Logaritmo complexo

Queremos definir o logaritmo de um niumero complexo, de modo que satisfaca a

igualdade
exp(logz)) = z.

Escrevendo w = log z = u + v, obtemos a equagao
z = exp(u +iv) = €“(cosv + isinv).

Observe que a expressao a direita é similar a forma polar de z. Escrevendo z =

r(cos ¢ + isin ) também na forma polar, obtemos as igualdades
r=e", v =+ 2km.
Resolvendo para u e v, obtemos
u=Inr, v =+ 2km.

Observe que o sistema tem infinitas solugoes - o logaritmo é uma fungao multivalo-
rada. Antes de analisar a versao multivalorada, vamos estudar o valor principal do

logaritmo.

O logaritmo principal de z é

Log(z) =1In|z| + iArg(z).




Para nimeros reais positivos o valor principal do logaritmo coincide com o logaritmo

natural

Log(x + 0i) = In|z| +i0 = Inz.
Temos também os valores
Log(i) =In|i| + iArg(i) = Inl+ in/2 = im/2,

Log(—i) = In| — i| + iArg(—i) = —in/2,
Log(3 + 4i) = In5 + ¢ arccos(3/5),
Log(—1) =In1+ iArg(—1) = in.

Observe que Log(0) é indefinido — esse ponto nao estd no dominio.




A funcao Log tem o mesmo dominio que Arg, isto é,
C\{0}.
No entanto, a funcao é continua no conjunto
C\{t+0i; t € (—00,0] }.

Nao existe o limite de Log em qualquer ponto do eixo real negativo:
De fato, considere r > 0 e o ponto z = —r, considerando o caminho circular

v(t) = rexp(it), temos
Log(y(t)) = Inr +iArg(y(t)) = Inr + it,

no intervalo (—, 7].

Quando ¢t — 7 a curva 7(t) se aproxima de —r por cima, enquanto o valor de
Log(v(t)) se aproxima de Inr + i.

Fazendo t — —m, a curva novamente se aproxima de —r, desta vez por baixo. O
valor de Log(v(t)) se aproxima de Inr — im, assim o limite em questao nao pode

existir.




No conjunto aberto

C\{t+0i; t € (—0,0] }
a funcao Log é analitica e
1
L =,
(Log(=))' = -
Vamos analisar sua derivada através das ECR na forma polar

v u

[ ©

Up = —, v, = ——.
r r

Escrevendo u e v em coordenadas polares, temos

u(r,p) =1Inr, v(r, @) = o,

no dominio considerado.

Calculando as derivadas parciais, temos
1
ur:;, u, =0, v.=0, v,=1,

e verificamos por inspecao que as ECR sao satisfeitas. Uma vez que as fungoes u
e v tem derivadas parciais continuas para r > 0, segue que Log serd analitica em
todos os pontos onde for continua.

Portanto Log é analitica em C\{t + 0i; ¢ € (—00,0] } e aplicando novamente ECR

podemos calcular a derivada:

1 1
(Logz)" = (u, + iv,)(cos p — isinp) = —(cosp — isinp) = —.
T z




Atencao: usar as equacoes corretas simplifica muito o trabalho.

Nesse exemplo mostramos que Log é analitica mais uma vez, mas usando a versao
das ECR para variaveis retangulares. Como vocé pode observar, é menos conveni-
ente.

Considere u(z,y) = Iny/2? + y? e, como vimos na semana 1,

arccos ;”+ _ |, sey>0, 2 +y* >0,
v(z,y) = Arg(z + iy) = !
— arccos = , sey <0.
z2+y2

As derivadas parciais de u sao mais diretas:

£ Y

Uy = 5>, Uy = —F5—— -
x2+y2 Y :172—1—3/2

Para v, considere primeiro a fungao m = z/+/2? + y2, temos as derivadas

B y? -y
My = ——— My =

(V22 +y2)° (VR
Note que a imagem de m estd sempre no intervalo (—1,1) para y # 0, e nesse

intervalo a funcao arccos é diferencidvel.

Vamos primeiro calcular para y > 0. Temos

1 V2 4 y? y? y

v, = (arccosm), = —————m, = — =

1 —m? Wl (V2?24

1 V2 +y? —xy x
_—m, = — = .
Vi—-m? "’ vl (Va2+y?)d 2+

Valem portanto as ECR no semiplano superior y > 0.

v, = (arccosm), = —

Ja para y < 0, temos

1 Veit+y? y

vy = (—arccosm), = ————=m, = =

T—m?2 vl (V)P @+

e
( ) 1 V2 + y? —zy T
v, = (—arccosm), = ———m,, = = ,
! bovIem? yl (Va2 g3 22ty
ja que y/|y| = —1 nesse semiplano. Portanto, também temos ECR no semiplano
y < 0.




Para z > 0 e y = 0 temos

.. v(@+h0)-v(=0 . 0
e, 0) = iy h R
_ 71 12) —
0,(,0) = lim v(z, h) —v(zx,0)  lim arccos(x/vx? + h?) — 0 .
h—0 h h—0 h

Para concluir a analiticidade, falta ainda verificar que as derivadas parciais obtidas
sao continuas no dominio - em particular, verificar os limites no eixo real positivo
para v, e vy.

Observe que temos novamente

.-y 1
2 7 i 2 =
vty ¢ty b

(Log 2) = uy + iv, =




Considere f(z) = Log(z?), vamos determinar a derivada de f e onde ela ¢é analitica.
A fungao f é a composta das fungoes g(z) = Log(z) e h(z) = 22, cada uma analitica

no seu dominio. Assim temos a derivada

£(2) = @) = g (K (2) = 222 = 2.

7 z
A regra da cadeia pode ser aplicada quando g é derivavel em h(z), isto é, a imagem

de 2% precisa estar no dominio do Log. Assim precisamos remover do dominio de f

os pontos onde 22 é um nimero real nao-positivo:
2 _ .2 .2 _ ,
=z —y +i2zy=t+0i, te€(—00,0],

resolvendo obtemos zy = 0, que implica que x = 0 ou y = 0. Para que z? — 3>
seja nao-positivo, ou x = 0 = y ou y > 0, pois sao nimeros reais. Assim temos
necessariamente r = 0.

Segue que f é analitica no conjunto
C\{z=0+1ti; teR},

o plano complexo exceto o eixo imaginario.




Qual o dominio da funcao
f(z) = Log(exp(2))?
Onde essa fungao é analitica?
A composi¢ao na outra diregao, exp(Log), é definida no dominio de Log, isto é,
C\{0} e ¢ igual a identidade nesse dominio:

exp(Log(z)) = exp(In |z| + iArg(z)) = e™* exp(iArg(2)) = 2.

Para verificar onde f estd definida, precisamos determinar quando exp(z) nao esta
no dominio de Log. Porém exp(z) # 0 sempre, logo o dominio de f é C.

Vamos reescrever f como
f(2) = Log(exp(z)) = Log(e” cosy + ie” siny)

= In |e”| + iArg(e” cosy + ie”siny) = x + iArg(cosy + isiny).

Para y € (—m, 7] temos Arg(cosy + isiny) =y e f(z) = z. No entanto o Arg na
expressao de f acima mostra que temos descontinuidades.
Sempre que exp(z) é real negativo temos um salto na fungao Log, isto acontece
quando

exp(z) =t+0i = e“cosyt, e“siny =0,
a solugao da equagdo acima é y = (2k + 1), para k inteiro. A funcao é analitica

em cada uma das regioes
{x+iy; v €R, ye (n(2k—1), 72k +1))}.

Cada regiao onde f é analitica também é uma regiao onde exp € injetora.
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Mas professor...

A derivada de Log em —1 nao seria —17

Boa pergunta. Embora a fungao derivada 1/z esteja definida em todo complexo
nao nulo, e em particular no ponto —1, uma funcao nao pode ter derivada em um
ponto de descontinuidade. Assim Log’(—1) nao existe.

Veremos na préxima semana como definir outras versoes do logaritmo (outros ra-
mos) que tem derivada no eixo real negativo e quais as consequéncias de escolher

um ou outro ramo.




	 Funções elementares 
	 Função exponencial 
	 Funções hiperbólicas 
	 Funções trigonométricas 
	 Logaritmo complexo 


