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Motivagao

Matrizes “Quase” Diagonalizaveis

@ Nem toda matriz de M, (C) é diagonalizavel.
@ Nem todo operador 7' : V' — V é diagonalizavel.

Dada uma matriz A, encontrar uma matriz A/ de modo que
M~1AM seja o mais préximo possivel de uma diagonal.

@ No caso mais simples, quando A é diagonalizavel, basta
tomar os autovetores para formar as colunas de M e com
isso M 1AM é perfeitamente diagonal.

@ Mas num caso geral, podem faltar autovetores e uma
forma diagonal se torna impossivel (vamos nos ocupar
deste caso agora).
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Teoria

Convencao Inicial

@ Estaremos trabalhando sobre o corpo C.

@ Em R, uma parte dos resultados que veremos ¢é valida,
mas nem todos.
@ Mas por que entao trabalhar em C, se o “mundo é real”?
Por varias razoes:
e Um numero real pode ser entendido como um “caso
particular de nimero complexo”.
e Um polindmio real sempre admite raiz complexa, mas nem
sempre admite raiz real.
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Teoria

Forma Canoénica de Jordan

@ Se uma matriz A tem s autovetores LI, entdo ela é
semelhante a uma matriz J que esta na forma canénica de
Jordan, com s blocos na diagonal.

Forma Canonica de Jordan

(1 0 0 ... 0]
0 Jo 0 ... 0
J=M'AM=|0 0 Js 0
[0 0 0 7 |
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Teoria

Bloco de Jordan

@ Cada bloco possui um autovetor, um autovalor e numeros
1 bem acima da diagonal

Bloco de Jordan

N 1 0 0 0 7
0 N 1 0 O
0 0 N 0 O
Ji = . :
0O 0 O N1
[0 0 0 0 A |
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Teoria

Exemplo

8
0
J=10
0
0

oo oo
coocoo
cor~ oo
coocoo
<
I

@ Autovalor duplo A\; = 8 com um autovetor associado
up=[1 0 0 0 0]" ao qual corresponde o bloco J;.

@ Autovalor triplo A2 = 0 com dois autovetores associados ug
€ us aos quais correspondem os blocos de Jordan J; e Js.

@ Se J tivesse cinco autovetores (L), todos os blocos seriam

1 x 1 e J seria diagonal.
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Teoria

Questao

@ Se A € uma matriz 5 x 5, sob que condigcdes a sua forma
canonica de Jordan sera este mesmo J?

10

o
I
oo o w
oo o ®
o o
o=oo
cocoocoo

0 0 0

@ Em outras palavras: quando existira um M tal que
M~YAM = J?

@ Primeiro requisito: A deve compartilhar os mesmos
autovalores 8,8, 0,0, 0.

@ Mas a matriz diagonal com estes autovalores nao é similar

aJ!
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Teoria

Buscando a resposta

@ Reescrevendo M 1AM = .J como AM = MJ:

8 1
0 8
A[.%'l T2 X3 X4 $5]:[$1 T2 X3 T4 .1‘5]

o O
S =

@ Resolvendo as multiplicagcdes, uma coluna por vez:
Al’l = 83}1 A(EQ = 81‘2 + 21
Axsz = Oxg Axy = 0xq + 23 Azxs = Oxs
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Teoria

Resposta

Az = 8x Axo = 819 + 11

Axs = 0x3 Axy = 0xq + x3 Axs = Oxs

@ Agora podemos reconhecer as condigoes:
@ A deve ter trés autovetores genuinos: x;, x5 € x5
associados aos autovalores 8, 0 e 0.
@ A deve ter dois autovetores generalizados: x5 € x4
associados aos autovalores 8 e 0. Note que:

(A—SI)$2:x1 (A—OI)JJ4=.%'3
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Método para obter a forma candnica

Autovetores generalizados

@ O aparecimento de x> e x4 no exemplo anterior nos motiva
a redefinir o conceito de autovetor.

Autovetor generalizado

Dada uma matriz A € M,,(C) e um autovalor A,
uma matriz coluna nao nula = € M,,»1(C) é um
autovetor generalizado de ordem £ associado a
Aquando (A—M)*z=0e (A- A1z £0

@ Nota: um autovetor genuino é um autovetor generalizado
de ordem 1.
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Método para obter a forma candnica

Cadeia de autovetores generalizados

@ Seja v® um autovetor generalizado de ordem k associado
aa

(A=XDF® =0 (A-ADF1® £0
@ Considere v*=Y = (4 — AIw®). Assim:
(A-XDF D=0  (A-ADF2tD 20

k—1)

@ o € autovetor generalizado de ordem &k — 1.
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Método para obter a forma candnica

Cadeia de autovetores generalizados

@ Dado um v®) autovetor generalizado de ordem k
associado a ), é possivel construir uma cadeia de
autovetores generalizados de ordem menor que k:

(o) oD 0y

o) = (A — X)UtD j=k—-1,k—2,...,1

@ Indutivamente, prova-se que os outros vetores da cadeia
sao autovetores generalizados.

@ Note que v) é um autovetor genuino!

@ Pode-se mostrar com relativa facilidade que a cadeia € LI.
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Método para obter a forma candnica

Receita para obter a Forma Candnica de Jordan

@ Considere uma matriz A € M, (C).

@ Obtenha os seus autovalores: Ay, ..., \, (contados sem
multiplicidade).

@ Obtenha seus autovetores: uq, ..., u,.

@ Caso mais simples: se ha n autovetores LI, entdao A é
diagonalizavel, sua forma candnica de Jordan é

J = diag(A1, ..., \n).

A matriz
M=u; ...up,

formada pelos autovetores de A, é tal que M~ 'AM = J.
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Método para obter a forma candnica

Receita para obter a Forma Candnica de Jordan

@ Suponha agora que A nao é diagonalizavel.

@ Considere um caso complicado: um autovalor \ cuja
multiplicidade geométrica ¢ € menor que a algébrica m.

@ Existe um conjunto a:(ﬂ, .. ,x&lg de autovetores
(genuinos) LI.

@ Precisamos obter os m — ¢ autovetores generalizados
(ndo genuinos).

@ Na verdade, precisamos obter todas as cadeias de
autovetores generalizados.
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Método para obter a forma candnica

Receita para obter a Forma Candnica de Jordan

@ Para tanto, para cada autovetor xf\lg associado a este ),

@ _ 1)
tente resolver (A — Al)zy " =z ;.
@ Se nao for possivel, pare e tente novamente para outro
autovetor.
@ Mas se for possivel, vocé encontrou um autovetor
generalizado de ordem 2.
@ Para este xg) tente resolver novamente
3)
(A— AI)::;M = xA e prossiga enquanto for possivel.

@ Vocé devera achar uma cadeia de k& autovetores
generalizados. Associada a esta cadeia, teremos um
bloco de Jordan de tamanho k.
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Método para obter a forma candnica

Receita para obter a Forma Candnica de Jordan

@ Vamos construir agora a matriz M tal que M 1AM = J.

@ Em analogia com o caso em que A é diagonalizavel,
inferimos que M deve ser constituida pelos autovetores
genuinos e generalizados.

@ Relembrando: A\, Ag, ..., \, s80 0s autovalores de A.

@ Cada autovalor tem multiplicidade algébrica m; e
multiplicidade geométrica ¢;, mas agora isto ndo é o mais
importante para construir M.

@ Cada autovalor \; tem r; cadeias de autovetores
generalizados: Cy, 1,C), 2, .-, Cx,.r,-
@ Cada cadeia C), ; tem k; ; autovetores generalizados.
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Método para obter a forma candnica

Receita para obter a Forma Candnica de Jordan

1 2 ki,
C/\i,j = [wg\i:j xg\z?j - {L‘E\i”jﬂ)]
M =[Cx 1 Cxim CAp Tp]

@ Assim: M~'AM = J, onde J é

J)q,l

J = Irnim

JA;D Tp

@ Cada J,, ; € uma bloco de Jordan k; ; x k; ;.
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Método para obter a forma candnica

Atencao

O professor adverte: usar a inteligéncia é melhor que
seguir este algoritmo...
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Método para obter a forma candnica

Coisas importantes

@ Numero de blocos de Jordan = nimero de autovetores LlI.

@ Associado ao mesmo autovalor, pode haver mais de um
bloco de Jordan (com tamanhos que, em principio, podem
ser diferentes).

@ Associado a uma certa cadeia de autovetores
generalizados de comprimento &, temos um bloco de
Jordan de tamanho k.

@ Um autovalor pode ter mais de uma cadeia de autovetores
generalizados (com tamanhos diferentes, inclusive).
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Método para obter a forma candnica

Semelhanca de Matrizes

Teorema

Duas matrizes A e B de M,(C) séao semelhantes
se e somente se suas formas canénicas de Jordan
forem iguais, a menos possivelmente do posiciona-
mento dos blocos.
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Polindmio Minimo

Polindbmio caracteristico

@ Seja p(t) o polindbmio caracteristico da matriz A (n x n).
@ Javimos (teorema de Cayley-Hamilton) que:

pa(4) =0

@ p4 € um polinémio de grau n.

@ Sera que existe um polinémio m 4 de grau menor que n tal
que:

ma(A) =07

@ A resposta é: sim, em muitos casos. Veja o caso das
matrizes Identidade e Nula.

@ Este polinbmio é conhecido como polindbmio minimo.
Vejamos como obté-lo a partir da forma candnica de
Jordan.
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Polindmio Minimo

Polindbmio minimo

@ Conhecidos os autovalores Ay, ..., A\, (contados sem
multiplicidade) da matriz A, o polinémio minimo de A é:

onde 7; € o tamanho do maior bloco de Jordan associado
a\;.
@ Usando a forma canénica de Jordan de A, segue que:
ma(A) =0

@ Note que as poténcias neste polindmio anulam todos os
blocos de Jordan de A e, por isso, m4(A) = Q.
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Polindmio Minimo

Exemplo

@ As matrizes

3 00 310 310
A=1]10 3 0 B=]10 3 0 C=|0 31
00 3 0 0 3 0 0 3

@ Tém o mesmo polinémio caracteristico
p(A) = (3—A)°
@ Mas diferentes polinbmios minimos:

ma(A) =B =2 mp\)=B-N? mc()) = (@3-’
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Polindmio Minimo

Exemplo

@ As matrizes

31000 31000
03100 03100
A=[10 0 3 0 0 B=|(00 3 00
00030 00031
0 000 3 0000 3

@ Tém o mesmo polinémio caracteristico

p(N) = (3 -A)°
@ E também o mesmo polindmio minimo:
m(\) = (3 -\
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Exemplos

Exemplos

@ Encontre “por inspe¢ao” as formas candnicas de Jordan de
1 2 3

acfoas| mo[ Y]
0 0 6
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Exemplos

Exemplos

@ Respostas

1 00

1

Ja=10 40 JB:[SO]
0 0 6
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Exemplos

Exemplos

@ Encontre “em 3 passos” as formas candnicas de Jordan de

2
A=10 0 0 B:[i i]
000
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Exemplos

Exemplos

@ Respostas

010
Ja=10 0 0 JB:[S(Q)]
0 00
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Exemplos

Exemplo

@ Encontre uma matriz M tal que M 1AM esteja na forma
candnica de Jordan:

A=

O O =
S = =
N W N
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Exemplos

Exemplo

@ Autovalores de A:

@ Autovetores de A:

1 5
uy = 0 U = 3
0 1
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Exemplos

Exemplo

@ Precisamos encontrar um autovetor generalizado
associado a A\; = 1.

@ Sendo u; = u§” e resolvendo (A — I)u§2) = ugl), temos:

u§2) =11
0

R.R.Peld Forma Cano6nica de Jordan



Exemplos

Exemplo

@ Conclusao: tomando

M =

[}
O =
w

temos
1

M 'AM = | 0
0

O =
N OO

@ Confiamos o suficiente na Matematica (ou somos muito
preguigosos) para fazermos as contas...
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Exemplos

Exercicio

@ Encontre a forma canodnica de Jordan de

3 -1 1 1 0 O
1 1 -1 -1 0 O
0O 0 2 0 1 1
1
1
1

S O N
—

os elementos faltantes sao nulos.

@ Dica:

det [ v < } — det(B) det(D)

para B e D quadradas.



Exemplos

Exercicio

@ Resposta
(2 1 0 i
0 2 1
0 0 2
A= 2 1
0 2
0
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Aplicacoes

Potenciacao

@ Consideremos a matriz A escrita em sua forma canénica
de Jordan:
A=MJM™!
@ Para elevar a matriz a uma certa poténcia, temos
A" = MJ"M~'. Mas obter J" é facil, pois:

J, 0 0 ... 01" [Jr O O 0
0 J, 0 0 0 Jr 0 0
gn_| 0 0 Js o |0 0 Jv 0
000 0 ...J | |0 0 0 .. J]

@ A questao agora é: como elevar um certo bloco de Jordan
a n-ésima poténcia.
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Aplicacoes

Potenciacao

@ Comegamos com o exemplo mais simples possivel:

J:

@ Para este caso, temos:

A2 2
2
ke

@ Por inducao se chega a:

|

J? =

!

|0 A

A% 3N i [ AT ax
0\ Lo A
A" A

0 A"
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Aplicacoes

Potenciacao

@ Complicando um pouco mais: i

A1 0
J=10 X 1
00 A
A2 o2n 1 A% 3MA2 32 [ A% 4% 602
J2=1 0 AN 2\ JB=1 0 N 3\ Ji=1 0 M 43
0 0 A 0 0 A | L0 0 A
@ Por indugao se chega a:
)\n n)\n—l n(n - 1) )\n—Q ]
n_ 2
JU=1 09 an Al
0 0 A" i
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Potenciacao

@ Repetindo o raciocinio para um bloco p x p:

Poténcia de um bloco de Jordan p x p

Sendo f(x) = 2"

PR

P IV
o o
0 0
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Aplicacoes

Funcdes mais gerais

@ O que vimos antes sobre potenciagao de uma matriz pode
ser generalizado para funcdes mais gerais.

@ Suponha que se conheca a forma canénica de Jordan de
A=MJM™'. Seraque f(A) = Mf(J)M~'?

@ A resposta é depende.

@ Se afungao f for uma fungao polinomial
flA) =agl + a1 A+ ...+ a, A", entdo podemos dizer que
F(A)=Mf()M

@ Este resultado ainda continua valido no caso em que f(A)
€ escrita como uma série de poténcias convergente, como
por exemplo: exp(A), sinh(A), log(A).

@ Mas ha excegdes, como por exemplo f(A) = AT...
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Aplicacoes

FungOes mais gerais

@ No caso em que f(A) = M f(J)M ™1, entdo

f(h) 0 0 0

0 f(J2) O 0

fy=| 0 0 f(J) 0
_ 0 0 772 |

@ Mas como calcular f(.) de um certo bloco de Jordan?
@ Exatamente como antes!
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Funcoes mais gerais

Funcao de um bloco de Jordan p x p

Sendo f(z) uma funcao continuamente diferenciavel

[ oy T
=] 0 W
0 0

0 o0
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