MAT27 — Lista-10 — Outubro/2011

1. Determine a ordem da equagao e diga se ela é ou nao linear:

(a) t2%+t%+2yzsint

(b) (1+y?) % +t% 4y =
(c) Ty p &y By du gy
(d) &+t =0

(e) %+sin(t+y)zsint

(f) ‘(ﬁ—é’+t%+(0032t)y:t3

2. Verifique que a fungao (ou fungoes) dada(s) é (ou s@o) solugao (solugdes) da equagao diferencial:

(a) ¥ —y =0, y1(t) = € e ya(t) = cosht.
(b) ¥+ 2y =3y =0, y(t) = e e ya(t) = €.
(c) y' =2ty =1,y (t) = € fye " ds + e

3. Determine a ordem da EDP e diga se ela ¢é linear ou nao linear:

(a) Uy + Uyy + u,, = 0.

(b) gy + wyy + uuy + uny, + u = 0.
(€) Uz + 2Uggyy + Uyyyy = 0.

(d) ug + vy =1 4 Ugy.

4. Encontre a solugao geral da equacao diferencial dada e use-a para determinar o comportamento da
solugao quando t — oo.
(a) ¥ +3y=t+e .
(b) ' — 2y = t%e*.
(¢) ty' + 2y =sint, t > 0.
5. Encontre a solucao do PVI dado:

(a) v —y=2te*, y(0) = 1.
(b) ¥ +2y =te™?, y(1) = 0.
(c) ty +2y=t>—t+1,y(1) =3,t>0.

6. Considere o problema de valor inicial:

2 1
v +sy=1—=t, y(0)=yo.

3 2
Encontre o valor de gy para o qual a solucao encosta no eixo.
7. Mostre que se a e A\ sao constantes positivas e se b é qualquer niimero real, entao toda solucao da
equacao
Y+ ay = be ™

Tem a propriedade que y — 0 quando ¢t — co.
Sugestao: Considere os casos a = A e a # A separadamente.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Um tanque contém, inicialmente, 120 litros de agua pura. Uma mistura contendo uma concentracao
de v ¢\l de sal entra no tanque a uma taxa de 2 [\min e a solugdo bem misutrada sai do tanque
a mesma taxa. Encontre uma férmula em funcao de v para a quantidade limite de sal no tanque
quando t — oc.

A populacao de mosquitos em uma determinada drea cresce a uma razao proporcional a populacao
atual e, na auséncia de outros fatores, a populagao dobra a cada semana. Existem, inicialmente,
200.000 mosquitos na area e os predadores comem 20.000 mosquitos por dia. Determine a populacao
de mosquitos na area em qualquer instante ¢.

(a) Verifique que y;(t) = t* e ya(t) = t7! sdo duas solugoes da equagao diferencial t?y” — 2y = 0
para t > 0. Depois mostre que ¢;t? + ¢t~ também é solucao dessa equacao para quaisquer que
sejam ¢y e cs.

(b) Verifique y,(t) = t* e y2(t) = ¢! sao solugoes da equacao diferencial yy” + (3/)> = 0 para t > 0.
Depois mostre que ¢;t? + cpt ! nao é, em geral, uma solucao dessa equacao. Explique o porqué.

(¢) Mostre que se y = ¢(t) é uma solucao da equagao diferencial y” + p(t)y’ + q(t)y = g(t), em que
g(t) nao é identicamente nula, entdo y = c¢(t), em que ¢ é qualquer constante diferente de 1,
nao ¢ solucao.

A funcdo y = sint? pode ser solugao de uma equagao da forma y” + p(t)y’ + q(t)y = g(t), com
coeficientes constantes, em um intervalo contendo t = 0?7 Explique a sua resposta.

Se o wronskiano de f e g ¢ 3e* e se f(t) = e, encontre g(t).

O wronskiano de duas fungoes é W (t) = tsin®t. As fungdes sdo linearmente dependentes ou inde-
pendentes? Por qué?

(a) Se y; ey sdo duas solugoes linearmente independentes de ty” + 2y +te'y = 0 e se W (y1,y2)(1) =
2, encontre o valor de W (yy, y2)(5).

(b) Se o wronskiano de duas solugoes quaisquer de y” + p(t)y’ + q(t)y = 0 é constante, o que isso
implica sobre os coeficientes p e ¢?

Use o método de reducao de ordem para encontrar uma segunda solucao das EDOs:

(a) t2y" —4ty' + 6y =0, t > 0; y1(¢) = 2,
(b) 2" + 2ty —2y =0, t > 0; y1(t) = t.

Encontre a solucao geral da EDO dada:

y'=2y+y=0.

)
(b) 4y” — 4y’ — 3y = 0.
(¢) y" — 2y + 10y = 0.
(d) 49" + 17y + 4y = 0.
(e) 25y" — 20y + 4y = 0.
(f) 4 + 8y™ + 16y = 0.
(&) ¥ +2¢y" +y=0.
(h) v —=5y" +3y +y=0.

Encontre a solucao do PVI:

(a) ¥ +y—2y=0,y(0)=1,1(0) =1
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(b) v +4y' + 5y =0, y(0) =1, y/(0) = 0.
(c) 9y" — 12y +4y =0, y(0) =2, y'(0) = —1.

Suponha que as fungoes reais p e ¢ sao continuas em um intervalo aberto I e sejay = ¢(t) = u(t)+iv(t)
uma solucao complexa de

y' +pt)y +a(t)y =0
em que u e v sao funcoes reais. Mostre que u e v sao também solugoes desta equacao.
Sugestao: Substitua y por ¢(t) na equagao e separe em parte real em imaginéria.

Determine os valores de «, se existirem, para os quais todas as solugoes tendem a zero quando t — oo.

(@) ¥' — e = 1)y + afa — 1)y =0.
(b) ¥+ (B —a)y —2(a -1y =0.

Considere a EDOL homogénea L£(y) = 0 definida por D? — p;(x)D + poZ, com p1, py continuas em
R(EDOLHCYV).

(a) Sey e z sao solugoes definidas em toda a reta tais que y(0) = 3,4/(0) = 1,2(0) = =1 e 2/(0) = 3,
mostre que {y, z} é um conjunto linearmente independente em R.

(b) Mostre que y(z) = 2 nunca podera ser solu¢ao da EDO se p; e py forem continuas em x = 0.

(¢) Mostre que se o wronskiano de quaisquer duas solugoes desta EDO é constante em R entéo
p1 =0 em R.

Sejam y e z solugdes da equagao de Bessel 22%y” + zy/ + (22 — n?)y = 0,n € N, definidas em z > 0
tais que y(1) = 1,9/(1) = 0,2(1) = 0 e 2/(1) = 1. Calcule o wronskiano W (y, z)(x).

Seja S o conjunto de todas as solugoes da EDOL y” — y = 0. Mostre que S é um espago vetorial de
dimensao 2. Determine uma base para S.

Dada a EDOLHVC (y” — 4y') + 2?(y’ — 4y) = 0, obtenha, por inspe¢io, uma solugao nao-nula e a
seguir determine a solucao geral da EDO.

Determine a solugao geral de (2z — 322)y” + 4y’ — 6xy = 0, sabendo que uma de suas solugoes ¢ um
plonémio em x.

Cosidere o operador £ = D? + aD + bZ, em que a e b sao constantes reais, e a EDOLH com
coeficientes constantes (EDOLHCC) L(y) = 0, definida em toda a reta, cuja equagao caracteristica
p(A) = A% + aX + b\ = 0 tenha rafzes reias A\; e \y:

(a) Sejam y; a solucao do PVI L(y) =0,y(0) =1,y (O) =0 e y2 a solucao do PVI L(y) = 0,y(0) =
1,9'(0) = 1. Mostre que a solu¢do do PVI L(y) = 0,y(0) = a,y'(0) = B pode ser escrita como
y = ayr + By

(b) Mostre que se a > 0 e b > 0 entao todas as solugdes de L(y) = 0 tendem a zero quando z — oc.

(c) Se Ay = X2 = A, temos uma ﬁnica solcio na forma y;(z) = e*. Deduza a existéncia de

uma solucdo da forma y»(z) = ze por meio do seguine argumento: Quando \; # Mg, as
solugoes yp(x) = e k = 1,2,... podem ser linearmente combinadas para formar a solugdo

y(x) = %, de modo que limy, ,, y(x) gera a solu¢ao yo desejada.

Seja ¢ uma solucao qualquer EDOLHCC ¢” +y = 0:
(a) Mostre que -L((¢/)? 4+ ¢?) = 0, ou seja, (¢)? + ¢* = cte.
(b) Se ¢ é a solucao que satisfaz as condigoes iniciais y(0) = a e ¥'(0) = 0 ¢ P é um ponto de

coordenadas (¢, ¢') no plano Oyy’(plano de fase). Mostre que, a medida que x varia de 0 a 2,
o ponto P = (¢(x), ¢'(x)) descreve uma circunferéncia no plano de fase.
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27. Seja y a solucao do PVI ¢’ + 5y’ + 6y = 0,2 > 0;y(0) = 1,4/(0) = a. Para quais valores de a tem-se
y(x) > 0 quando = > 07

28. Sabendo que y(z) = 3¢* + e, z(z) = Te* +e*” e w(z) = He* + e~ +¢*” sdo solucdes de uma EDOL
nao homogénea de segunda ordem L(y) = g,z € R, determine a solu¢ao do PVI L(y) = ¢;y(0) =
1,9/'(0) = 2.



