MAT-27 — Lista-11 — Novembro/2011

1. Determine os intervalos nos quais existem, com certeza, as solucoes de:

(a) ¥ +4y" +3y =1t
(b) ty" + (sint)y” + 3y = cost
(c) t(t —1)y" + ey’ +4t>y =0

2. Encontre o wronskiano de um conjunto fundamental de solugoes para:

(a) y/l/ + 2y// _ y/ _ 3y — O
(b) ¥ +y =0

3. Sex; =y exy =1, entdo a equ¢ao de segunda ordem
y' +pt)y +a(t)y =0
Corresponde ao sistema
x| = X9
zy = —q(t)z1 — p(t)w2

Mostre que, se z(V) e z® formam um conjunto fundamental de solucoes do sistema e y™) e y®
formam um cnjunto fundamental de solugoes da equacao, entao

W[y(l), 2] = WzW, 2@

em que ¢ € uma constante real nao nula.

4. Encontre a solucao geral de

-3 0 2
(a) x' = 1 -1 0 |x.
| -2 -1 0
(11 2
by x=|1 2 1]x
(211
(10 0
(c)x'=121 -2 |x
132 1
[0 11
d)x=]101]|x
| 110

2
5. Considere os vetores x(1) = { t ] e x(? = { t }

(a) Calcule o wronskiano de xM e x(?).

2)

(b) Em que intervalos x(! e x sdo linearmente independentes?

(¢) Que conclusao pode-se tirar sobre os coeficientes o sistema homogéneo de equagoes diferenciais
satisfeito por x(M e x(2?

(d) Encontre esse sistema de equagoes e verifique as conclusoes do item (c).



6. Encontre as solucoes dos PVlIs abaixo:

(a) x' = 2_1 x, x(0) = _?]
, 1 —4] I3
(b)X—_4 _7-X,X(O)—-2 .
, -2 1] I
(c)x—__5 4_x,x(0)— 5

11 2 2
(d) x' = 022 |x,x(00=1]0
-1 1 3 1

7. Encontre uma matriz fundamental para os sistemas:

@x=|5 5 |x

mx=]3

8. Considere o operador £ = D" + a,_1D" ' + ... 4+ apZ, em que os coeficientes a; sao constantes

10.

11.

12.

reais e a EDOLHCC L(y) = 0, definida sobre toda a reta, cuja equagao caracteristica é p(A) =
A" -+ Cln_l)\n_l + ...+ agp.

(a) Verifique que

i L(ze?) = e [zp(\) + Zp(V)].

ii. L(xmer) = aa/\zﬁ(e)‘x).

(b) Mostre que se p(\) = (A — a)kr()\), isto é, p tem raiz de multiplicidade k, 1 < k < n, entdo
L L(eM) = 0, ou seja, L(z™e*) = 0, ou seja, existem exatamente k solugdes de L(y) = 0
associadas a esta raiz A = a dadas por y,,(x) = 2™e*, 0 <m <k — 1.

(a) Seja ¢(t),t € R, uma solugdo da EDOLHCC de segunda ordem y” + ¢’ + y = 0,t € R. Mostre
que o vetor x(t) = [¢(t) ¢'(t)]* é a solucao do sistema de EDOLHCC (SEDOLHCC) de primeira
0 1
-1 -1

(b) Seja x(t) = [¢(t),¢'(¢)]T, t € R, uma solugio do SEDOLHCC x’ = Ax, com A dada no item
anterior. Mostre que z; é solucao da EDOLHCC ¢" + ' +y = 0.

ordem x' = Ax, com A =

Converta o par de EDOLHCC " + 32+ 2y =0,t € R; 2" + 3y’ + 22 = 0,t € R, num SEDOLHCC
de primeira ordem nas varidveis x; = y;xq = y/; 13 = 2'; 14 = 2.

Justifique ou refute a seguinte afirmagao: “O conjunto de todas as solugies u = [z y|T do SEDOL
¥ =y+ 1,9y =x+1 nao é um espago vetorial.”

Seja x uma matriz coluna de n fungoes reais de classe C1(R) e u € M,,;(R) um vetor nao-nulo, e
L =D — A um operador diferencial (vetorial) tal que L£(x)(t) = x'(t) — Ax(t) = o represente um
SEDOLHCC de ordem n.

(a) Calcule

i E(tu)

ii. L£(eMu).
iii. L((e! + e Hu).
iv. L((e! —e Hu).



13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

v. L((eMt + eMh)u).

(b) Para quais fungoes ¢(t) a fungao vetorial x = ¢(t)u serd solucao de L£(x)(t) ?

(c) Mostre que x(t) = e*!~*)u, com t;, uma constante, é uma solucdo de £(x) = o quando Au =
Au.

0 10
Seja S o conjunto de todas as solugoes de L(x) =0, com A = | 0 0 1 |. Mostre que vy(t) =
6 —11 6
1 1 1
e | 1|, va(t)=e"| 2 | evs(t)=¢' | 3 | formam uma base de S.
1 4 9

Sabendo que [(e¢f + €*) ¥ 0]7, [(e' + €%) €3 3T e [(ef — e3) — ¥ — €¥]T sdo solugoes de um
SEDOLHCC L(x) = x’ — Ax = o, determine os autovalores e os autovetores de A.

= (A"
Dada a matriz quadrada A, definamos eA! £ Z (A1) .
o n!
(a) Mostre que LeAt = Aeh,
AN o0 0
(b) Se A =diag(A1, Ao, ... A\y) = : .. |, mostre que e® = diag(eM,e?2, ..., eM).
0 - M\,

(¢) Mostre que eT 'AT = T-1¢AT,

A 10 -+ 07
OAx1 - 0
Seja A= : : : .. | =XX+P.
000 - 1
0 0 0 A

(a) Mostre que P™ é matriz nula.

(b) Mostre que emathbfAL _ Xt Z;:ol (f;}:)j'

Dado A = calcule eAt,

o O >
O >
> — O

Seja ®(t) Matriz fundamental de solugdes (MFS) de um SEDOLHCC L(x) = o.

(a) Mostre que ®'(t) = A®(t).

(b) Mostre que eAlt=%) = &(#)®~1(ty), de modo que a solugdo de um PVI L(x) = 0,x(ts) = Xo
pode ser escrita da forma x(t) = eAlt—t)x,.

Calcule eA* para os seguintes casos:

w[2 ]
w[2 ]
o[ 23]




(d)

O O =

1
1
0

o O O

20. Resolva os PVIs L(x) = 0,x(ty) = X¢ em que as matrizes A que definem £ sdo as dos exercicio
anterior.



