4.4.2 — Diagonalizagao de operadores ortogonais

Seja U um EV euclideano de dimensdao 2. Examinaremos a natureza de um operador ortogonall
T:U — U. Seja B ={u,v} uma base ortonormal de U, de sorte que:

me= 5 5]

Como [T]p é uma matriz ortogonal, as seguintes condigoes devem ser obedecidas:

a+b = 1 (1)
c+dd =1 (2)
ac+bd = 0 (3)
De (1) e (2), podemos escrever:
a = cosf b=sinf

c=sing d = cos ¢
sendo 6 e ¢ angulos no intervalo (—m, 7|. De (3), podemos afirmar que
sin(f0 + ¢) =0

ouseja 4+ ¢ =0, o0u b+ ¢ = =+m, ou ainda  + ¢ = 27 (neste ultimo caso, § = 7w e ¢ = 7). De qualquer
forma, a matriz [T|p assumird uma das duas formas a seguir:

sin 6 cos 0 sinfl —cosf

[cos@ —sin@] [cos@ sin@]

No primeiro caso pr(\) = A? — 2(cosf)X\ + 1. Neste caso, as raizes sio complexas sempre que 6 # 0 e

0 #m.

No segundo caso pr(\) = A? — 1 e os autovalores siao A = +1.

Conclusao: Num EV de dimensao 2, um operador ortogonal obedecera uma das quatro condicoes a
seguir:

1. T nao é diagonalizavel e sua matriz em relacao a uma base ortonormal é da forma:

cosf) —sinf
sin 6 cos 8

para 0 #0e 0 # .

2. T admite a forma diagonal:

o1
o]

'Em nosso curso, operador ortogonal e isometria sio sindénimos.

3. T admite a forma diagonal:

1



4. T admite uma das formas diagonais:
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Teorema 13: Seja T' um operador ortogonal num EV euclideano de dimensao finita e nao nula. Existe

uma base ortonormal deste EV relativamente a qual a matriz de T" tem a forma:

1

—1

cos 0
sin 91

—sin 64
cos 6,

cos 0y,
sin 0y,

—sin Gk
cos b |

OBS1: Todos os elementos que nao aparecem na matriz anterior sao nulos.
OBS2: A matriz referente ao Teorema 13 pode nao possuir elementos iguais a 1, ou a —1, como também
pode nao conter nenhum dos blocos 2 x 2 caracteristicos das rotacgoes.



