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Mecanica

 Mecanica: estuda o estado de movimento (ou
repouso) de corpos sujeitos a acao de forcas

- Estatica: estado de equilibrio (repouso ou
movimento uniforme)

- Dinamica: movimento acelerado

« Cinematica: descricdo do movimento (aspectos
geomeétricos e temporais)

« Cinética: analise das forcas que causam 0 movimento



6 — Teoria Cinética dos Gases

 Teoria cinética dos gases
- Ramo da Mecanica Estatistica
« Mecanica Estatistica

- Ponte entre as leis fundamentais da Mecanica (Classica e Quantica)
e a Termodinamica

— Aplica teoria de probabilidade para um nidmero grande de particulas

« Ligacédo entre a descricdo microscopica do sistema (Mecanica,
Eletromagnética) e Macroscopica (Termodinamica)




6 — Teoria Cinética dos Gases

e Historicamente, a Termodinamica se
desenvolveu como uma ciéncia autbnoma no
esforco de produzir maguinas termicas




6 — Teoria Cinética dos Gases

« Carnot chegou a segunda lei da
Termodinamica antes de conhecer o
carater cinético do calor

 Havia uma desvincunlacao entre a
Termodinamica e a sua fundamentacao
em termos das leis gerais que regem o
movimento das particulas (as quais
compOem 0s sistemas macroscopicos)




6 — Teoria Cinética dos Gases

« Anvestigacao pioneira em Mecanica
Estatistica foi o calculo da distribuicao
das velocidades moleculares

- Maxwell, 1859

e Boltzmann: trabalho seminal para o
desenvolvimento da Mecéanica
Estatistica

— Carater estatistico da irreversibilidade
- Conexao entre entropia e desordem




6 — Teoria Cinética dos Gases

o Gibbs: sistematizou esta ciéncia em termos
mais proximos da forma encontrada nos
textos modernos

« Entretanto no fim do século XIX, descobriu-
se gque a capacidade térmica dos solidos
tende a zero quando T tende a zero

— Incompativel com a Mecanica Estatistica
baseada na Mecanica Classica

- Com isso, Gibbs e outros fisicos notaveis ‘
perderam suas convic¢coes sobre a validade da .| Dlong aud Peiif peistien

Mecéanica Estatistica " — T A—
3R —r.—" Diamond
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6 — Teoria Cinética dos Gases

 Coube a Einstein, em 1907, mostrar
gue a diminuicao da capacidade
térmica de solidos com a
Temperatura é decorréncia da
Mecanica Quantica

« Em 1912, Debye detalhou a
proposta de Einstein e conseguiu
obter um excelente acordo entre as
previsoes da Mecanica Estatistica e
0S resultados experimentais




6 — Teoria Cinética dos Gases

« ExtensOes da Mecanica Estatistica
para Incluir corretamente 0s
fendOmenos foram feitas em 1924
por Bose, cujo trabalho fol
generalizado em 1925 por Einstein
e em 1926 por Fermi

* A fundamentacao do trabalho de
Fermi em termos da Mecanica
Quantica foi feita em 1926 por
Dirac.



6.1 — Introducao

* Neste capitulo, veremos:

- Modelo do gas ideal
- Equiparticao da Energia
— Distribuicao de Maxwell-Boltzmann

* Verificacao experimental
- Livre percurso médio das moléculas



2.

6.1 — Introducao

* Alguns problemas gue vamos resolver

Um gas, com volume V', tem N, atomos de massa m, e N, atomos de massa m;. A velocidade
quadratica média dos primeiros atomos € v, 4.

a) Deduza uma expressao para a pressao exercida pelo gas.

b) Suponha que N, = N, e que os dois tipos de atomos se combinem para formar moléculas
diatomicas. Qual sera a pressao do novo gas quando ele tiver a temperatura anterior a reacao?

Calcule o calor especifico molar a volume constante de um gas ideal constituido de moléculas
diatomicas, a temperatura T = hv/2kpg, sendo v a freqiiéncia de vibracao das moléculas.

Dois liquidos sofrem uma transicao do estado miscivel para o estado nao-miscivel. Acima da tempe-
ratura T}, eles sao misciveis e abaixo dela eles nao mais o sao. Um recipiente, em um banho térmico
a temperatura 7' variavel, contém um mol de cada liquido. Inicialmente a temperatura esta acima
de T}, e os liquidos estao dissolvidos um no outro. Baixada a temperatura, no ponto de transicao
T} os dois liquidos se separam, ocupando cada qual metade do volume total. Mostre que o calor
liberado para o banho térmico durante a transicao é

(Q =2RT; In2



6.1 — Introducao

* N0sso roteiro ao longo deste capitulo

- Modelo do gas ideal
- Equiparticao da Energia
— Distribuicao de Maxwell-Boltzmann

* Verificacao experimental
- Livre percurso médio das moléculas



6.2 — Modelo do gas ideal

e Gas ideal

- Particulas solidas que so interagem através de
colisbes elasticas (supostas instantaneas)

- Num gas real, as interacdes intermoleculares
podem ser desprezadas?
« 6,0x10” moléculas em 0,0224 m’ CNTP
« Uma molécula a cada 3,7x10* m’

 Distancia média entre as moléculas -

- 33 Angstrons
- ~ 10 vezes o diametro molecular
0

¢
'H__— Repulsive +AIr?2

—_— e

Esta bem longe do minimo \V’r
e a curva tende a zero muito .

rapidamente “‘“H Attractive —Bir®




6.2 — Modelo do gas ideal

e Gas ideal

- Uma molécula colide com
a parede e sofre um
impulso I = 2m/|v,

- Durante um intervalo de
tempo At, a molécula
colide com a parede
sombreada um numero de
vezes igual a; |Vz|Al :

- Forca média 2L )

2
/= I |v.|At _ muy
At 2L L




6.2 — Modelo do gas ideal

e Gas ideal
- Forca média na pargde
Nm(vz
F=N(f) =

- Pressao sobre a parede
~ F  Nm(vz) Nm(vi)
2 L3V

P




6.2 — Modelo do gas ideal

» Gas ideal
- Energia cinética translacional
1
Kirans = §Nm<U2>
PV = QKt?f:ans

- Comparando com PV = NkgT
PV = NkgT

3
Kirans = §NkBT



6.2 — Modelo do gas ideal

e Gas ideal
- Energia cinética translacional
Kirans = %NkBT
- Velocidade media quadratica
m(v?) = 3kpT

3kpT
m

U'r‘ms -




6.2 — Modelo do gas ideal

e Gas ideal
- Gas monoatébmico
3

U= Kirans = §NkBT
- Capacidade térmica

oU 3
ov=(ar), =3
5
C, 5
Toy T3



6.2 — Modelo do gas ideal

« Exemplo: Um cubo de volume 1,0 cm’ tem gas
nitrogénio a 1,0 atm e 22°C. Estime 0 numero
de colisdbes moleculares sobre cada face do

cubo a cada segundo.



6.2 — Modelo do gas ideal

» Solucao:
- A caixa contem N moléculas de nitrogénio

pV 10° x 10~ 19
ksT (1,38 x 10-23)(295)

- Numero de colisdes com a parede

(Jve]) At
N
2L
- Velocidade rms
kT
Vrms = KB =512 m/s

m



6.2 — Modelo do gas ideal

» Solucao:
- Velocidade méedia (componente x)

= Aproximacao (|v,|) = /(v2)
(lvz|) = 296 m/s

- Numero de colisdes com a parede

(
N
2L 2 x 10—2

= 2,456 x 10" = 3.6 x 10%°



6.3 — Equiparticao da Energia

A equacao

3
Kirans = §NkBT

implica
1 3
§m<’02> — §I€BT
1 1 1 3
§m<’092;> + §m<"’§> + §m<’05> = ksl
1 1 1 1 1



6.3 — Equiparticao da Energia

1 1 1 1

§m<fu ) = —kBT §m<v§> = §kBT §m( 2) = _kBT

* |Sto S|gn|f|ca gue a cada grau de liberdade de
translacéo do gas corresponde

estatisticamente uma energia termica de Kk, 7/2

» Este resultado € denominado equiparticao da
energia

- Na verdade, este € um caso particular da lei da

equiparticao da energia, que vamos expor a
sequir



6.3 — Equiparticao da Energia

« Consideremos a molécula diatbmica como exemplo

 Formas de energia E,
— Translacdo em x Vibraseg )9/ :
- Translagao em y ‘_Q% QO
- Translacao em z / ~
- Rotag&o em torno de E| g,

- Rotagdo em torno de E2 Pela Fisica Classica

- En. cinética de vibrago [ szBT
- En. potencial de vibracao



6.3 — Equiparticao da Energia

* Alel da equiparticao da energia afirma que a
cada mecanismo de acumulo de energia de
um sistema termodinamico esta associada
uma energia termica igual a k. 7/2, desde que

a energia varie de forma quadratica com a
variavel que descreve este grau de liberdade



6.3 — Equiparticao da Energia

» A Fisica Classica falha para descrever a contribuicao da
vibracao e rotacao para a energia interna

« Devido a fenOmenos guanticos, 0 modo de vibracao
(p.ex.) pode ficar congelado, nao sendo efetivamente
excitado 1
_ Energia de um oscilador | ™* T 9 hf
- Para baixas temperaturas k_T << hf, o carater discreto da

energia do oscilador se torna relevante
- Para altas temperaturas kT >> hf, as energias de vibracao

formardao um continuo e entao a previsao da Fisica Classica
sera valida



6.3 — Equiparticao da Energia

« Calor especifico molar a volume constante da
molécula de hidrogénio

4R
3R
Cy 2R
R I —
Translacao
I I . A R B AR |
20 50 100 500 1000 3000

Temperatura (K)



6.3 — Equiparticao da Energia

» Contribuicao da vibracao para o calor
especifico molar a volume constante

- Muito importante para solidos

1,0

/_—-—___
CV /
R 08 V4
: /
e
g 0,6
o /
(@]
=
2 04
] /
[P
—
o
= 02
O

0,0 ' ' ' '
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0
Temperatura reduzida I
T vib



6.3 — Equiparticao da Energia

» Por curiosidade, este teorema pode ser
demonstrado dentro do formalismo da
Mecanica Estatisitica

 Sendo H a funcao hamiltoniana de um sistema
fisico com muitas particulas, pode-se mostrar

qHe OH
<xza—%> — 5ijkBT

A funcao hamiltoniana em muitos casos coincide com a energia total

LiyLj Coordenadas generalizadas ou momentos generalizados

5z‘j Delta de Kronecker



6.3 — Equiparticao da Energia

« Por exemplo, se H varia de forma quadratica
com uma variavel x

H = azr® 4+ outros termos

:

Termo de energia associado a x

OH
<x%> — <2acc2> = kT

<oz582> — %kBT

Média do termo de energia associado a x



6.3 — Equiparticao da Energia

 Exemplo: Calcule, no limite classico, os
calores especificos molares a volume
constante e a pressao constante dos gases

- co
_ Alcool etilico H CCH OH



6.3 — Equiparticao da Energia

* Exemplo:
- CO,

- Molécula linear
* Energia cinética translacéo: 3
* Energia de rotacao: 2
* Energia cinética de vibracao: 3
* Energia potencial de vibracao: 3

11 13
Cv = R Cp= >R



6.3 — Equiparticao da Energia

* Exemplo:
_ Alcool etilico HCCHOH -

—

- Em geral, moléculas de m atomos nao planas
apresentam 3m graus de liberdade, sendo
« 3 de translacao
« 3 de rotacao
« 3m-6 de vibracao
3 3
Cp, =25R



6.4 — Distribuicao de Maxwell-
Boltzmann
* O que € uma distribuicao?

- Para variaveis discretas: um histograma
- Por exemplo: idade

=
(o)]

= = =
o N D
———————————

Frequéncia

N =) N s (o)) [e)

22 24 26 28

Idade (anos)



6.4 — Distribuicao de Maxwell-
Boltzmann

* Seja x a idade (em anos)

- Qual o valor médio de x?
— Qual o valor mais provavel de x?

- Qual o valor médio de x*?

=
(o)]

= = =
o N D
———————————

Frequéncia

N =) N s (o)) [e)

22 24 26 28

Idade (anos)



6.4 — Distribuicao de Maxwell-
Boltzmann

* Seja x a idade (em anos)

- Qual o valor médio de x?

(x) = Zpiﬂ%: =

1 3 4 9 15 11 7 3
—21 + —=22 + —2 —24 4+ —2 —2 —2 —2
53 +53 +53 3+53 +53 5+53 6+53 8+538

(z) = 25,08

14}

[ [
o N
—————r

Frequéncia

N =) N s (o)) [e)

22 24 26 28 30
Idade (anos)




Frequéncia

=
NN A o o O

=
(o)]

=
N
——

=
~

6.4 — Distribuicao de Maxwell-
Boltzmann

* Seja x a idade (em anos)

- Qual o valor mais provavel de x?

Tp = 29

0 22 24 26 28 30
Idade (anos)



6.4 — Distribuicao de Maxwell-
Boltzmann

* Seja x a idade (em anos)
- Qual o valor médio de x*?

szx =
15 3

4 11 7
9212 —222 9324+ Z 9242 4+ 2952 4+ ——926%2 1+ —928% 1+ — 98
53 + 53 + 53 + 53 + 53 + 53 + 53 + 53

(z*) = 631,30

Trms = \/ (x2) = 25,13

Frequéncia

24 26 28
Idade (anos)



6.4 — Distribuicao de Maxwell-
Boltzmann

* Vamos agora obter a distribuicao de
velocidades para as moléculas de um gas

— Estaremos tratando de um caso continuo: as
velocidades

- Neste caso, definimos uma funcao densidade de
probabilidade p, de modo que
» p é sempre nio negativa p(v) > 0

« A probabilidade de encontrar uma particula com
velocidade entre v e v+dv é p(v)dv



6.4 — Distribuicao de Maxwell-
Boltzmann

« NO caso continuo, temos

Casodiscreto [N Caso continuo
Zpizl —> /OOOP(’U)d’Uzl
(x) = sza:,,, —> (v) = /OOO vp(v)dv
@) =Y pal - )= [



6.4 — Distribuicao de Maxwell-
Boltzmann

» Adistribuicao de Maxwell-Boltzmann é dada
por

m Y 2 2/(2kpT)
f(’U) =47 N (QWkBT) vVoe
* f(v) € uma funcao densidade de
probabilidade?

- Para ser exato, nao

- f(v)dv mede a quantidade de particulas com
velocidade entre v e v+dv

- f(v)IN € uma funcéo densidade de probabilidade



6.4 — Distribuicao de Maxwell-
Boltzmann

« Vamos tentar obter f(v) de forma aproximada

e Para tanto, considere um gas formado por N moléculas e
com energia total E

- E e N sao fixos

« Por simplicidade, vamos considerar que cada molécula
pode ocupar um conjunto discreto de “niveis de energia”
(estados)

E1,E2,...,Ek
- Por simplicidade, para facilitar a deducao, vamos tomar k = 3

- O caso genérico nos leva essencialmente ao mesmo resultado
final, mas € mais complicado =)



6.4 — Distribuicao de Maxwell-
Boltzmann

 Ficamos entao com 3 estados: €1,€2,€3

e Suponha gque cada estado esteja ocupado com um certo
numero de particulas: 11, 12, 13

« Veja que, por hipotese, as grandezas seguintes estao
fixadas

N =n1+ ne + ns E = nqie1 + noes + naes

« Mas somente com estas 2 equacoes (acima), ainda nao
conseguimos obtern , n_en,

- Temos 2 equacdes e 3 incognitas
« Vamos utilizar agora o fato de que a entropia € maxima



6.4 — Distribuicao de Maxwell-
Boltzmann

« Vamos assumir que a entropia € dada por
S = kB InW
sendo W o nimero de configuracoes

- Esta expressao é demonstrada em cursos de Mecanica
Estatistica, mas vamos assumi-la como verdadeira

* Questao: quanto vale W? Com um pouco de

analise combinatoria, con&lpl’mos:
W = '
?’Ll!nz!ng!
- Permutacao de 3 elementos N vezes com repeticao de
n,n en, termos




6.4 — Distribuicao de Maxwell-
Boltzmann
e AsSsSim
S=kgInN!—-Ekglnn{! — kglnns! — kg lnns!
- Supondo que N, n, n e n sao muito grandes,
vamos usar a aproximacao de Stirling

InA'=ZAln A
- Veja uma prova desta aproximacao no ultimo slide
e Portanto

S=kgNInN —kgnilnny — kgnsIlnn, — kgnslnns



6.4 — Distribuicao de Maxwell-
Boltzmann

 Dada a entropia
S=kgNInN —kgnilnny — kgnsIlnn, — kgnslnns

» Precisamos encontrar n, n e n, tal que a

entropia seja maxima e que a energia total e a
guantidade de particulas sejam fixas

N =n1 4+ ns +ns E = nie1 + nses + nges

» Solucao: usar multiplicadores de Lagrange



6.4 — Distribuicao de Maxwell-

Boltzmann
e Assim, usando a e [3 como multiplicadores de
Lagrange:
1
68—@—,@51:0 1 68—@—,852:
kp Ony G kg Ono
—a — feg =

kB 6?13

ny = e 1" %P1 = Ce=Fe1
ng = e 7% P2 = CemPe2

ng = e 7% P = Qe

Agora, o que devemos fazer para obter C e [3?
Precisamos resolver as equacoes:

N =n1 +nse + n3 E = nie1 + nocs + n3es
Com isto, obtemos: () = C(]\f7 E) B = ﬁ(N’ E)

Solucao:



6.4 — Distribuicao de Maxwell-
Boltzmann

* A entropia € dada por:

S =kp {Nln (%) —I—BE}
e Mas, como

as _ 1
dE T
1 N dC dp
— _ = B —
7 = keP ke E g TR R
Pode-se mostrar que _N dC | E% —0
C dE dFE
Assim ﬁ — L

kT



6.4 — Distribuicao de Maxwell-
Boltzmann

 Quantidade de particulas em cada estado
711 — 06—61/(kBT) n2 — 06_52/(kBT) 77/3 — 06—83/(k}BT)
* Assim, a funcao distribuicao é
f(E) = Aem#/tho )
 Sendo A uma constante de normalizacao

- Na verdade, A deve levar em conta também a
degenerescéncia do estado com energia E

 Nao levamos em conta isso na nossa deducao, por
simplicidade



6.4 — Distribuicao de Maxwell-
Boltzmann

* Quantidade de particulas com velocidades

Uy vy + dvy,
UV v, +dvu,

f(vg, vy, v, )dvgdo,dv, = Ae~m(vg vy +v2)/(2k5T) dvzdv,dv,

* Impondo / / / f(vg, vy, vy )dvzdvydv, = N

- 3/2
A=N
<27TkBT>




6.4 — Distribuicao de Maxwell-
Boltzmann

 Quantidade de particulas com velocidade
entrevev+av

- Abuso de notacao: usar a mesma letra f

fv)dv = Arv? Ae~ W)/ (2kBT) g,

m 3/2
— AT N 2 _—mv?/(2kgT)
oo ()



6.4 — Distribuicao de Maxwell-
- Valor rms da velocidade

Boltzmann
Vrms = \// fUQ

« Com isto, podemos encontrar
kT
dv — \/ b
- Valor médio

. f(v) \/8kBT
fum—/(; v N dv = —

- Valor mais provavel

op) = 0 UP:\/QkBT

m
e As contas serao feitas na lista de exercicios




6.4 — Distribuicao de Maxwell-
Boltzmann

e Curva

N(v)




6.4 — Distribuicao de Maxwell-
Boltzmann

 Verificacao experimental

- Uma verificacao precisa da distribuicao de
velocidades moleculares prevista por Maxwell sé
pode ser feita em 1955, por R. C. Miller e P. Kusch

\ Vacuo

\ a2 \

FEIXE: / Friso \ W L

cular I.-’ helicoidal _ \\ v =
- | b 1)
.-'Illlll

f _4

/ — L -




6.4 — Distribuicao de Maxwell-
Boltzmann

 Verificacao experimental

- Distribuicao observada (para duas temperaturas
diferentes)

Numero de moléculas

| |
0,2 0,6 1,0 1,4 1,8

v/ v,



6.4 — Distribuicao de Maxwell-
Boltzmann

 Verificacao experimental

- A distribuicao das velocidades das particulas que
saem do forno é proporcional a vf(v)

- Isto porque a probabilidade de uma particula
escapar do forno é proporcional a frequéncia com
gue ela colide na parede que, por sua vez é
proporcional a v. Dai o fator v extra que aparece.



6.5 — Livre Caminho Médio

 Movimento de uma molécula num gas




6.5 — Livre Caminho Médio

* Questao: quanto uma molécula percorre em
media entre duas colisdes sucessivas?

— Livre caminho médio
e Modelo

— Trocar duas esferas de diametro d
- Por uma esfera de diametro 2d

8- @



6.5 — Livre Caminho Médio

* A molécula num certo intervalo de tempo t
“varre” um cilindro




6.5 — Livre Caminho Médio

* Na verdade o resultado anterior esta incorreto,
POIS precisamos considerar 0 movimento
relativo das moléculas

e Valor exato do livre caminho médio
1

) —
V2nmd?




6.5 — Livre Caminho Médio

 Exemplo: a molécula de nitrogénio tem
diametro efetivo d = 0,315 nm. Obtenha o
tempo medio entre as sucessivas colisoes de
uma molécula a temperatura de 295 K e a
pressao atmosferica.



6.5 — Livre Caminho Médio

» Solucao:
— Livre caminho médio
A ! ipl = 91,7 nm

N V2nmd? N V2rd2p
- Tempo entre duas colisbes ¢t = A/v,,
- Velocidade média

T
Uy = \/SkB =472 m/s

i

— Portanto
t =0,194 ns



Apéndice

* Formula de Stirling
- Valida para n “grande”

Inn!=Inl4+mn2+n3+...+In(n—1)+1nn

In n! %/ In(z)de =nlnn—n+1=nlnn
1

|

Soma “superior” da integral
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