Funcoes de Variavel Complexa

Mat46 2021 — Semana 3

Sumario

4  Derivacaol 54
[4.1  Funcoes analiticas|. . . . . . .. .. ... ... ... 58
4.2 Visualizando a derivadal. . . . . . . . . .. ..o 60
[4.3  Condicoes de Cauchy-Riemann |. . . . . . . . ... ... ... ... .... 62

4.4 Funcoes harmonicas|. . . . . . . . . . ... 70




4

Derivacao

A derivada complexa é um dos conceitos chave do curso. Apesar da semelhanca na
definicao e regras de calculo, a derivada real e a complexa sao bem diferentes.

Funcgoes complexas que tem derivada em um conjunto aberto sao a base da teoria que
veremos até o final do curso - elas sdo chamadas de funcoes analiticas. Raramente

precisaremos nos preocupar com funcoes que nao sao analiticas.

Definicao

A derivada de f: U — C em zy ponto interior de U é

fz) - f(zo),

zZ—r20 Z — ZO

caso o limite exista.

Escrevendo a parte real e imaginaria do quociente dentro do limite acima, onde
2=+ Zy) f(Z) = U(l‘,y) —i—i?)(l‘,y), 20 = To + ZyO €

f(20) = u(zo, yo) + 1v (w0, o), temos

f(2) = fl) _ (F(2) = f(20))Z=Z0) _ (f(2) = f(2))(Z = Z0)

zZ— 2 |z — 202 (=) + (y — yo)?

_ (u(@,y) — u(wo,40)) ( — @0) + (v(x, y) — v(zo, %)) (y — yo)Jr
( —20)® + (Y — %0)?
g (u(z,y) — u(zo,10)) (Yo — y) + (v(x,y) — v(T0o, Y0))(* — T0)
(z —20)® + (y — %0)?

Precisamos calcular cada um dos limites acima para obter derivadas da definicao.

Veremos adiante regras mais préaticas que vao ajudar no processo.




Seja f(z) = 22, vamos verificar que f’(z) = 2z como esperado.
Temos f(z) = (z + iy)? = 2* — y* + 2xyi, logo u(z,y) = > — y? e v(z,y) = 2xy.

Substituindo na diferenca, temos
u(x, y) - U(SL’O, 3/0) = x2 - y2 - .Tg + yg:

v(w,y) — v(To, Yo) = 22y — 270Yo-
Segue que a parte real do quociente é

(u(z,y) — u(zo,y0)) (T — 70) + (v(7,y) — v(T0,%0)) (Y — Wo) _
(z —20)* + (y — y0)?

_ (2? — y* — x5 + y5) (x — m0) + 2(zy — Toyo) (Y — Yo)
( —20)® + (Y — %0)?
(@ = 20)* (= + 20) + (y — 30) ((y + %) (0 — =) + 2(zy — Toyo))
( —20)® + (Y — %0)?
_ (@ —20)*(z + 20) + (¥ — yo) (2y — Toyo + Yo — Yo7
( —20)® + (Y — %0)?
_ (z — x0)*(z + m0) + (¥ — yo)?(z + zo)
(z —10)% + (y — %0)?

Para a parte imaginaria, temos

=T + Xg.

(u(z,y) — u(zo,10)) (Yo — y) + (v(x,y) — v(T0, Y0))(* — T0)
(z —20)* + (y — %0)?

_ (@ —y® — 25+ 43) (5o — y) + 27y — 230y0) (7 — 7o)
( —20)® + (Y — %0)?
(o — ¥)*(yo + y) + (yo — y)(z* — 25) + (2xy — 230¥0) (T — T0)
( —20)® + (Y — %0)?
(Yo — 9)*(yo + ) + (= — 20)*(y + %)

= =Y+ 1.
(@ — 20)* + (¥ — %)? ’
Concluimos
f'(z0)= lim (z+z0)+1 ( lim (y+ yo)) = 2(xo + iyo).
(z,y)—(z0,y0) (z,y)—(z0,y0)




A fungao conjugado h(z) = Z nao tem derivada: temos u(z,y) = z e v(z,y) = —v.

Substituindo na defini¢ao, vem

f(z2) = f(z0) _ (& —20)(x —x0) + (=¥ + %0)(y — y0)+
z— 2 (x —20)? + (¥ — %0)?

(z —x0)(yo — y) + (=y + yo)(z — x0)

=12
(= 20)* + (y — %0)?
N2 (N2
_ (= :760)2 (y yo)2 0L
(x —20)* + (y — wo)
Como nao existe o limite
(- xo)z —(y— yo)2 _ . h? —k?

lim = lim ——,
(@)= (@ow0) (T — x0)2 + (Y — yo)2  (mk)=(0,0) h2 + k2

nao existe derivada da fungao conjugado (verifique que o limite nao existe usando

os caminhos h = k e h = 2k).

Exemplo

Como esperado,

Tome f(z) = z e g(z) = ¢ constante complexa. Temos

fR) = flw) _z-w

zZ—w z—w
logo
Flw)=1lim —2 = lim1=1.
z—w Z — W Z—w
Por fim, para a funcao constante g, temos
o) = gw) _c—c _,

Z—Ww Z—w

e segue que ¢'(w) = 0.




Proposicao

REGRAS PARA CALCULAR DERIVADAS
Sejam f:U — C, g:V — C.
Se z € UNV e existem f'(2) e ¢'(z), entao

e f+ g éderivavel em z e
(f +9)(2) = f'(2) + 4'(2).
e fg é derivavel em z e

(f9)'(2) = f'(2)g9(2) + f(2)g'(2).

e se g(z) # 0, entao 1/g é derivavel em z e

(1/9)'(2) = =

Se a imagem de g estd contida em U, g é derivavel em z e f é derivavel em g(z),

entao f o g é derivavel em z e

(fog)(z) = f(9(2) g'(2).




Ainda temos

(Zn)l _ nzn—l

para todo n € Z e para z # 0 se n < 0.
De fato, os casos n = 0 e n = 1 foram verificados ha pouco. Para n = 2, usamos a

regra do produto
(%) = (22) = ()2 +2(¢) =2+ 2 =2z

Indutivamente demonstramos a validade para todas as poténcias positivas.

Por fim para n negativo, a regra do quociente d&

(Zn)/ _ (1/Z—n)/ _ (z_")/ _ nzn_l.

Uma funcgao derivavel em um ponto é continua nesse ponto.

Essa propriedade da um critério para filtrar os pontos onde a funcao é derivavel:

nao existe derivada em pontos de descontinuidade.

4.1 Funcgoes analiticas

Uma funcao f : U — C ¢é analitica em 2y € U quando ela é derivavel todos os

pontos de uma vizinhanca de zy.

Dizemos que f é analitica em A C U quando f é analitica em cada ponto de A.




Lembre que uma vizinhanca de zy contém um disco de raio » > 0, por menor que
seja. Uma fungao ¢é analitica em um ponto quando ela tem derivada em todos os

pontos de um disco que centrado nesse ponto.

Fungoes analiticas também sao chamadas de fungoes holomorfas.

A fungao f(z) = |z|? ndo é analitica em nenhum ponto.

Vamos primeiro procurar pontos onde a fungao é derivavel. Escrevendo f(z) = 27,

temos

f(z) = f(w) _ZoWE EoWE WEoww o 2T
z—w z—w z—w Z—w z—w

Logo
tim £ =S e (z+ wﬂ> ,

Z—w zZ — W Z—w Z — W
e esse limite s6 existe se w = 0. Nesse ponto, temos f/(0) = 0.
Concluimos que f é derivavel apenas em um ponto, assim nao é analitica em nenhum

ponto.

Uma funcao é inteira quando é analitica em C.

Pelo que vimos acima, polinomios possuem derivada em todos os pontos do plano.

Dessa forma, polinomios sao fungoes inteiras.




Fungoes racionais p(z)/q(z) sao derivaveis em todos os pontos onde g(z) # 0. Dessa
forma, elas sao funcoes analiticas em todo o seu dominio, mas nao sao funcoes

inteiras (desde que ¢ nao seja constante).

4.2 Visualizando a derivada

A derivada de uma fungao real esta relacionada a taxa de crescimento da funcao.
Uma funcao com derivada nao-nula em um ponto é crescente ou decrescente de
acordo com o sinal da derivada. A derivada determina a inclinacao da tangente ao
grafico da funcao nesse ponto.

Vamos ver a ligacao entre a derivada complexa e o mapa de cores da funcao.

Quando uma fungao f é derivdvel em um ponto zy e f'(2) # 0, temos a aproximagao

linear
f(2) = f(20) = f'(20)(z — 20) + h(z — 2),
onde o termo h tende a zero no limite quando z — zj.

Assim em uma vizinhanga (possivelmente pequena) do ponto 2, o grafico de f(z) —

f(z0) é similar ao gréfico da fungao g(z) = f'(2)(z — 20). Veja os exemplos a seguir.




Considere f(z) = 22 préximo de z = 1. Temos f'(z) = 2z, logo f'(1) =2e f(z) -1

¢ aproximado por 2(z — 1):

Considere f(z) = 2% préximo de z = 1 + 4. Temos f'(z) = 322, logo f'(1 + 1) = 6i:

Considere f(z) = 1/z préximo de z = i. Temos f'(z) = —1/2% logo f'(i) =

—1/ —1=1: préximo ao ponto z = i a fun¢ao f ¢é aproximada pela identidade.




-04 =02 0 02 04

Se localmente (isso é, em uma pequena vizinhanga do ponto) o grafico de f(z)— f(z)
nao se parece com uma funcao linear, entao a derivada nao existe ou é nula em z.
Dois exemplos sao a fungao z? (na vizinhanga da origem cada cor aparece duas vees)

e a fungao /z (falta uma parte do plano em uma vizinhanga da origem).

4.3 Condicoes de Cauchy-Riemann

Enquanto a funcao f tem derivada complexa (que é um numero complexo), as
funcoes u e v sao fungoes reais de duas variaveis reais - portanto, elas tem derivadas
parciais (e gradiente, etc.).

A relacao entre as derivadas parciais de u, v e a derivada complexa de f é o tema

dessa secao.




Teorema

EQUACOES DE CAUCHY-RIEMANN
Sejam f: U - Ce ACU.
Se f tem derivada em zy = zy + iyy € U, entao valem as Equagoes de Cauchy-

Riemann (ECR)

Uz(HTo, Z/O) = Uy(x(),yo); Uy(xmyo) = —Uz(ﬂ?oayo)'

Reciprocamente, se as funcgoes wu,v tem derivadas parciais de primeira ordem
continuas em A e valem as ECR em todo A, entao f = u + iv tem derivada

(complexa) em todo ponto interior de A e

f/(zo) = Ux(xo, yo) + ivx(l‘o; yo) = Uy(xo; yo) - iuy(iﬂo, yo)-

As equacoes sao chamadas Equacoes de Cauchy-Riemann e fornecem o meio mais

pratico de verificar se uma fun¢ao complexa tem derivada (e calculd-la).

(2?) = 2z,

de novo. Considere f(z) = 22, temos a forma binomial u(z,y) = 2% — %, v(z,y) =

2xy. Calculando as derivadas, temos

Uy = 2, vy = 2y,

Uy = —2y, vy =2z,

verificamos por inspecao que as ECR se verificam em todo ponto.

Segue que a derivada de f é

f'(2) = ug + vy, = 22 + 12y = 2z.




Seja f(z) = (a +ib)z + (¢ + id)y uma fungdo linear de x e y. Quais as condigoes
para ter f analitica?
Expandindo a expressao de f obtemos u = ax + cy, v = bxr + dy e calculamos as

derivadas parciais:

Uy =@, Uy =D,
Uiy = © Uy = G

Para ter f analitica, precisamos que sejam satisfeitas ECR, isto é,
Uy = Vy, Uy = —Vg.

No nosso caso, temos a condigao

que permite exprimir f como
f(2) = (a+ib)x + (=b+ia)y = (a+ ib)z + (i*b + ia)y = (a + ib)(z + iy).

Portanto, toda funcao analitica formada por u e v polinomios de grau um é da

forma f(z) = \z.

Podemos concluir do exemplo que Re(z) e Im(z) ndo sdo fungoes analiticas (elas
correspondem aa =1, b=c=d=0e c=1, a =b=d =0 respectivamente).

Naturalmente, podemos concluir o mesmo aplicando diretamente as ECR.




Exemplo

A fungao f(z) = cosx + isiny é analitica?
Temos as derivadas parciais
U, = —sinz, v, =0,
uy = 0, Uy = COS Y.

Como fungoes trigonométricas tem derivadas continuas, vamos verificar ECR:
—sinx = cosy, 0=0.

A equagdo é satisfeita nas retas y = z — 37/2 + 2nw e y = —x + 7/2 + 2nm, para
n € Z - ao longo dessas retas a fungao é derivavel.
Contudo, como esse conjunto nao tem nenhum ponto interior, a funcao nao é

analitica em nenhum ponto.




Quando a funcao
f(2) = (a+bi)z® + (c + di)zy + (r + si)y?

¢ analitica?
Reescrevendo f na forma binomial temos u(x,y) = ax® + cxy + ry?, v(x,y) =

bx? + dxy + sy®. Calculando as derivadas parciais:

Uy = 2ax + ¢y, v, = 2bx + dy,
Uy = €1 I Urg), Oy = by - Zsy)

Como polindmios tem derivadas parciais continuas, precisamos apenas verificar

quando sao satisfeitas as ECR. Pedindo que v, = v, e u, = —v,, temos
2ax + cy = dx + 2sy cx + 2ry = —2bx — dy.
Comparando os coeficientes de z e de y em cada equacao, temos
d=2a s=c¢/2 c=-2b r=-d/2
Concluimos que
f(2) = (a+bi)z® + (—2b+ 2ai)zry + (—a — bi)y* =

(a + bi)(2? — y?) + 2(ai + bi*)xy = (a + bi)2>.

Assim toda funcao analitica formada por u e v polindomios de grau 2 é da forma

f(z) = A2

Os exemplos acima apontam para o fato que nao é tao comum uma funcao ser
analitica. Mesmo que u e v sejam fungdes polinomiais (as fun¢oes mais regulares
que existem), a fungdo u + iv sé serd analitica quando uma condigao extra (ECR)

for satisfeita.




Se escrevermos a fungao f nas varidveis polares (isto é, escrever z na forma polar
z =r(cosp +isingp)), as fungdes u e v também podem ser escritas nas varidveis r
e

f(r(cosp +ising) = u(r, @) + v (r, ).

Temos para f(z) = 2" = r"(cosny + isinny) as partes real e imagindria

u(r, p) = r" cosny, v(r, o) = r"sin nep.

Temos uma versao das ECR para fungoes em varidveis polares:

Quando as derivadas parciais sao continuas e satisfazem a forma polar das ECR, a

derivada de f é dada por
f(z) = (u, + iv,.)(cos o — isin p),

ou em derivadas angulares

f'(z) = %(up — iu,)(cos o — isin ).




Definimos o valor principal da raiz n-ésima como

A
—Tg(z) + 7 8in
n

2= foim (cos o)),

para z # 0. Em varidveis polares, temos a parte real e imaginaria
¥ P

u(r, o) = r/" cos =, v(r, @) = r/"sin =.

n n

Calculando as derivadas parciais, obtemos

1 @ 1 @
Uy = —r Y eos £ g, = Zp7 Y/ ngin 2
n n n
1 @ 1 @
Uy = —Zpl/rgin X, Vp — Zrt/m cos =
n n n n

Verificamos por inspe¢ao que vale ECR na forma polar e que as derivadas parciais

sao continuas para r # 0. Portanto a ¢ analitica em
{z=z+iy; z#0ouy¢ (—00,0]} ={—7 < Arg(z) < 7}.

Nesse aberto, a derivada é dada por

1 1
(¥/2)' = (urtiv,)(cos p—isin p) = (=r~+"/" cos Pl ngin f) (cos p—isin ),
n n o n n
enfim,
(Vz) = —Tl/”(cos 1 + i— sin f)7“_1((:08 @ —isinp) = _ﬁ'
n i n n n z

Mas professor...

Nao demos muita volta sé para concluir que vale a regra da derivada de 2P para p
racional?

Sim, um pouco. Mas com as ferramentas atuais é o tnico caminho. Mais para
frente vamos usar log para definir as poténcias e chegar um pouco mais rapido na

derivada da raiz.

Atencao: nao é verdade que sempre que valem ECR em um ponto,

f é derivavel nesse ponto.




A funcao
2° 40
VR z )
flz) =4 Iz
0, z=0,

cumpre ECR em z = 0, no entanto nao é derivavel em nenhum ponto.

Vamos comegar verificando ECR. Para z # 0, temos

x° — 1023y? + 5ay?
(@2 +42)2

- S5zty — 10x%y® + ¢°
) ’U(l‘,y) — (J)Z + y2)2

u(r,y) =

Como u(0,0) = v(0,0) = 0, temos uma funcao definida por casos e s6 podemos

calcular as derivadas parciais em (0,0) usando a definigdo: para u, temos

u(z,0) —u(0,0) . 2P

ua(0,0) = . i N }’13(1) (@?)2z L

,(0,0) = lim U0 =u©0) _ ) 20 —
y—0 Yy z—0 (y2)2y

Ja para v, temos

0,(0,0) = lim v@,0 =00 _ 5,0 _

xz—0 X z—0 (x2)2:1:
_ 5

v,(0,0) = lim v(0,y) =v(0.0) _ S —1.

y—0 Yy =0 (y2)%y

Verificamos portanto que
u,(0,0) = v,(0,0) = 1, u,(0,0) = —v,(0,0) = 0.

Para concluir, vamos mostrar que f nao tem derivada em z = 0. Temos

[ —f0) fr-0 _<>

-0 =z =z|z|4_ I2|

Como z/|z| ndo tem limite em 2z = 0, também nao existe limite de (z/|z])* (vocé

também pode argumentar por caminhos: use y = 0 e y = x, por exemplo).




4.4  Funcgoes harmonicas

Uma funcao harmonica é uma solucao da equagao de Laplace

aqui A é o operador de Laplace, que em duas dimensoes tem a forma

0?0
A==+ =
2 2
oy 0
O estudo das fungoes harmonicas é um assunto vasto. Aqui estudaremos a relagao
entre fungdes harmonicas e fungdes analiticas (isso é, fungoes complexas que tem

derivada em um aberto).

Quando f ¢é analitica em U, as partes real e imagindria

harmonicas em U.

Uma funcao u : U — R com derivadas parciais continuas até a segunda ordem em
U ¢ harmonica quando

Wy = Wy = (0

em todo ponto de U.

Teorema

Se f é analitica em U, e
f(z) = u(z,y) +iv(z,y),

entao as partes u e v sao harmonicas em U.




Usamos aqui as equagoes de Cauchy-Riemann: suponha que u e v tem derivadas de

segunda ordem continuas em U, entao derivando as ECR mais uma vez obtemos
Uy = Vy =  Ugg = Uyg, Ugzy = Vyy,

Uy = —Vy = Uygy = —VUgg, Wy = Wiy

Somando os pares de equagoes relevantes, temos

Uzy + Uyy = Vyz — VUgy, Vzx + Vyy = —Uyz + Ugy-

Como as derivadas sao continuas, as derivadas mistas sao iguais, e concluimos que

w e v sao harmonicas.

Mas professor...

Aqui assumimos que u e v tem uma derivada extra - essa hip6tese nao precisa ir no
teorema?

Bem observado - estamos usando aqui um resultado muito forte que torna as funcoes
analiticas tnicas: quando uma fungao é analitica (isto é, ela tem uma derivada),
ela tem derivadas de todas as ordens. Como f” existe, as derivadas parciais de u e

v podem ser calculadas a partir dela.

Dizemos que as fungoes u e v sdo fungoes harmonicas conjugadas (ndo confundir
com conjugado de z). Isto é, um par de fungoes harmonicas é conjugado quando
u + 1v é uma funcao complexa analitica.

Vejamos como encontrar a fungao v conjugada quando conhecemos u.




Considere u(x,y) = 2® — 3zy?, encontre a sua harmonica conjugada. Escreva a
funcao analitica f produzida a partir de u.
Verifique que u,, = 6x e u,, = —6x, de modo que u é mesmo harmonica no plano.

Para ter u e v conjugadas, f = u + v deve ser analitica, satisfazendo ECR:
9,2 2 _ _ _
Uy = 32° — 3Y° = vy, Uy = —bzy = —v,.

Aqui vamos integrar a equacao diferencial da esquerda no intervalo 0 < y < o,

Yo Yo
/ vy, (z,y)dy = / 3a? — 3y dy,
0 0

v(z,y0) — v(z,0) = 3%y — yg' = v(z,yo) = 3%y — yg + C(z),

para obter

onde a constante precisa ser determinada usando a outra equacao diferencial:
v, = 6y = (32%y —y* + C(2)), = 6y,

que nos da

6zy + C'(z) = 62y = C'(x) =0,
e C' é uma constante real. Concluimos que
v(z,y) =32’y —y* + C

¢ a conjugada harmonica de u.

Finalmente,

f(2) =2® —3xy? +i(3zx%y —* + C) = 22 +iC, CeR.

Uma importante consequéncia das equagoes de Cauchy-Riemann é envolve o gradi-
ente: lembre que o gradiente é o vetor das derivadas parciais Vu = (ug, uy).
Calculando o produto interno entre Vu e Vv em um dado ponto e substituindo as
ECR, temos

Vu - VU = Uty + UyVy = Uyl + —050y = 0.

Isso nos diz que Vu e Vo sao ortogonais em todo ponto de U.




As curvas de nivel de u e de v sao duas a duas ortogonais.

Lembrando: a curva de nivel ¢ da fungao v : U — R é o conjunto

{(z,y) €U, u(z,y) = c}.

O conjunto na definigdo acima pode ser vazio ou formado por um conjunto finito
de pontos, mas no caso geral quando u tem derivadas comportadas o conjunto é de
fato uma curva.

Uma das propriedades mais importantes do gradiente é que ele marca a direcao de
méximo crescimento de u. Uma consequéncia é que nos pontos onde Vu # (0,0) o
gradiente é ortogonal a curva de nivel de u naquele ponto.

Como os gradientes de u e de v sao ortogonais, quando ambos sao nao-nulos cada

um ¢ tangente a curva de nivel do outro.

Considere a fungao f(z) = 22, temos

u(z,y) =2" —y*, Vu=(2z,—2y),

v(z,y) = 2zy, Vv=(2y,2x).

Como esperado, Vu e Vv sao ortogonais. A figura ilustra a intersecao das curvas
de nivel.
Observe que em z = 0 as curvas nao se intersectam ortogonalmente. Por que isso

nao é uma contradicao?
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