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3  Funcoes complexas

Definicao

Uma funcao complexa é uma correspondéncia
f:U—=C

onde U é subconjunto de C e cada z € U é associado a um tnico w = f(z).

plano z

Exemplo

Vimos algumas fungoes basicas na semana passada:

Re(z) =z, Im(z) =y,
2| = V2?2 + 92, Z=2x—yi.

A funcao conjugado é diferente das demais: sua imagem é um nimero complexo,

enquanto Re, Im, |- | sdo sempre niimeros reais.

Chamamos o conjunto U que aparece na definicao o dominio da fungao f.




Quando o dominio de uma fun¢ao nao é dado, entende-se que é o maior conjunto

possivel onde a funcao esta definida.

Todas as fungoes do exemplo anterior tem como dominio U = C.

O argumento principal Arg é uma fun¢ao com dominio C\{0}, a imagem dessa

fungao é sempre um nimero real no intervalo (—, 7).

Podemos usar o conjugado e a funcao identidade f(z) = z para expressar as outras:

Re(z) = Z;FZ Im(z) =225, = V7=
1

Finalmente, para z # 0, temos

arccos ( e ) , Im(z) >0,

Arg(z) = ,
— arccos ( Z+z,> , Im(z) <0.

Definicao

Escreva a funcao f na forma algébrica. A parte real e a parte imaginaria de f sao as

funcoes reais a duas variaveis reais v : U — R e v : U — R definidas pela equacao

flz +iy) = u(z,y) +iv(z,y).




Observe que a parte real de f é Re(f(z)) e a parte imaginaria de f é Im(f(z)).

Sera conveniente considerar o dominio U das partes real e imagindria como subcon-

junto de R?, e nao de C.

Exemplo

Para a funcao conjugado, temos
u(z,y) =z,  vry) =-y
Para a fungao I'm precisamos ter cuidado:
Im(z +1iy) =y,
ou seja, sua parte real é y e a parte imagindria é zero:

U(:I},y) =Y, ’U(:I},y) = 0.

3.1 Visualizando uma funcao complexa

Precisamos ser criativos pra visualizar uma fungao complexa - nao temos dimensoes
suficientes. Partiremos das fungoes reais, que sao familiares: a funcao seno pode

ser representada pelo grafico usual.




Podemos pensar na funcao sin como fazendo a correspondéncia entre duas cépias dos
nimeros reais. Cada ntimero da primeira reta é levado no nimero correspondente

na outra reta:

x ()

+1

Por fim podemos usar apenas uma copia da reta real se associarmos uma cor a cada
ponto da reta: vamos associar a nimeros positivos tons de vermelho e a nimeros

negativos tons de ciano, o valor absoluto do nimero definindo o brilho da cor.




—10
Id(z) = x g(x inx

Vamos adaptar a ideia do mapa de cores para visualizar nossas funcoes. Precisare-
mos de apenas uma cépia de C, isto é, um plano.
Para isso precisamos associar uma cor a cada dire¢ao do plano, como fizemos com

a reta:

O mapa de cores da funcao identidade

flz) =z

permite observar a cor associada a cada direcao e o aumento do brilho a partir da

origem em cada diregao.




O grafico do conjugado
fz)=%2

permite observar a simetria em relagao a identidade.

Como a funcao
f(z) = Re(z)
sempre assume valores reais, o grafico é diferente dos primeiros: apresenta apenas

tons de duas cores.




A funcao
f(z) =14

é sempre nao-negativa, assim o grafico apresenta tons de uma cor sé, com brilho

crescendo a partir da origem em todas as direcoes.

Exemplo

A funcao
f(z) = Arg(z)

¢ constante ao longo de semirretas a partir da origem, seus valores percorrem

(—m, m].




3.2 Funcoes lineares

Uma funcao linear é da forma f(z) = a z, para algum a € C fixo.

Escrevendo a = r(cos o + i sin «r), vemos que
f(z) =r((cosa+isina)z),

a funcao linear transforma cada ponto z por meio de uma rotacao de angulo «

seguida de uma multiplicacao pelo fator r.




Considere f(z) =iz. Na forma polar,
f(z) = (cosm/2 +isinm/2)z

e temos uma rotacao de um quadrante.

Mas professor...

A fungdo w = iz faz uma rotagao de /4 no sentido antihorario. Por que entdo a
figura esta rotacionada no sentido horario?

No mapa de cores, a posicao de um ponto representa o valor onde a funcao é
calculada, enquanto as cores representam o valor da funcao naquele ponto. Assim
os pontso em vermelho representam onde w = iz é um numero real positivo - voce
pode verificar que isso corresponde a z = —it, para t real positivo - geometricamente,

o0 eixo y negativo, como podemos verificar na imagem.

Exemplo

Considere g(z) = (1 — 2i)z, na forma polar temos

1 2 ..
9(z) =5 (% — ﬁ) 2 = V/5|z|(cos(Arg(z) — 1.107...) +isin(Arg(z) — 1.107...)).

A acao dessa funcao transforma cada ponto através de uma rotacao de 1.107rad no

sentido hordrio seguida de uma multiplicacdo pelo fator v/5.




Mas professor...

Uma funcao linear nao é da forma az + b?

Podemos chamar esse tipo de fungao de “funcao polinomial de grau um”.

Na verdade uma funcao é linear quando é compativel com a estrutura de produto
vetorial considerada: f(p + A\q) = f(p) + Af(q). Essa igualdade s6 vale para uma

fungao polinomial de grau um quando b = 0 (verifique).

3.3 Funcoes polinomiais e racionais

Definicao

Uma funcao f é polinomial quando

f(z)=ap+a1z+ ... + a,2",

onde ag, ..., a, sao numeros complexos dados e a,, # 0.




O dominio de uma fungao polinomial é C.

Exemplo

Considere a fungao f(z) = 2? cujo mapa de cores é mostrado a seguir.

Temos f(1) = f(—1) = 1, ilustrado pelas duas regices em vermelho préximas a
origem. Temos ainda f(i) = f(—i) = —1, ilustrado pelas duas regides em ciano
proximas a origem.

A funcao f é sobrejetora e cobre o plano duas vezes: para cada w complexo, ha
dois nimeros z1, zo com f(z;) = w.

Escrita na forma polar, temos
f(z) = (rcosp +isinp)? = 72 cos 2¢p + ir? sin 2,

o argumento da imagem é o dobro do argumento original. Assim a imagem do

semiplano superior {z; Im(z) > 0} é todo o plano.




Considere a fungao f(z) = 2. Escrevendo z na forma polar, vemos que
f(2) = (rcosp + irsinp)® = r*(cos 3p + i sin 3¢),

cada ponto tem o seu argumento triplicado.
No grafico esse comportamento é refletido pelas trés cépias do plano (fazendo uma

volta completa em volta de z = 0, passamos por todas as cores trés vezes).

Definicao

Uma funcao f é racional quando

onde p(z) e ¢(z) sao fungoes polinomiais e g nao é o polinomio nulo.

Uma fungao racional nao esté definida nos pontos onde ¢(z) se anula - o dominio é

C\{z € C; q(z) = 0}.




Considere a funcao f(z) = 1/z, o polinémio do denominador s6 se anula em z = 0,

logo seu dominio é C\{0}.

Vamos passar bastante tempo com a fungao 1/z.

E um bom ponto para contrastar os graficos de 1/z e Z. Observe que a primeira
é indefinida em 0, enquanto a segunda se anula. Ambas as fungoes produzem a

mesma sequéncia de cores em torno de z = 0, oposta a da funcao identidade.




Considere a funcao racional

z
1@ = e =
ela é definida em todo C, exceto nos pontos z = 2i e z = —2. A funcao se anula em
z=0.
Comparando os pontos z = 0 e 2 = —2, observe que a sequéncia na qual as cores se

repetem ¢é invertida. Em um mapa de cores os pontos onde f — oo e os zeros sao

caracterizados pelo encontro de todas as cores.

3.4 Curvas parametrizadas

Definicao

Uma fungao complexa v : I — C cujo dominio é um intervalo de R é uma curva
parametrizada no plano complexo.

O traco da curva 7 é a sua imagem, isto é,

v(I) ={w; w=~(t), paraalgumte I}.




Uma curva parametrizada é, portanto, uma fungao com uma variavel real e imagem
complexa.

Escrevendo a parte real e imaginaria da curva v, temos

(t) = u(t) + iv(t),

onde as fungdes u e v sdo fungoes reais de uma varidvel real (que sabemos integrar,

derivar etc.).

Uma reta passando pelos pontos z e w pode ser parametrizada pela curva
v(t) =z+t(w—2), teR.

Observe que ¥(0) = z e y(1) = w. Assim a reta é percorrida no sentido de z para
w.

Além disso, o segmento de reta ligando z e w é parametrizado pela mesma funcao
restrita ao intervalo [0, 1].

Finalmente, para w # 0 fixando z = 0, a semirreta com origem em 0 e passando

por w é parametrizada por

it) =tw, t>0.

Um circulo de raio r e centro 2y é parametrizado pela funcao
Y(t) = 2o + r(cost +isint),

que percorre o circulo no sentido antihorédrio comegando no ponto 1(0) = zo + 7.

As principais curvas que usaremos serao retas e circulos.




Exemplo

A imagem de uma curva por uma func¢ao v por uma fungao complexa f é a nova

curva, dada pela composicao de fungoes

Para que ela esteja definida é preciso que a imagem de v esteja contida no dominio

de f: v(I) C U.

Exemplo

A imagem de um circulo de raio r centrado na origem pela fungao f(z) = 1/z é um
circulo de raio 1/r.

De fato, tomando () = r(cost + isint), temos
5(t) = f(y(t)) = (r(cost +isint)) ™ = r~!(cost — isint).

Segue que |0(t)| = 1/r.

Em particular, o circulo unitario é transformado nele mesmo.




A imagem de uma reta pela funcao f(z) = 1/z é um circulo.

Considere a reta passando por z =z + iy e w = r + s,
V() =z+t(w—2) =z +i(r—z)+i(y + (s —y).

Podemos fazer a composta f(v) desde que a reta nao passe pela origem. Isso
s6 acontece quando z e w sao linearmente dependentes. Assumindo entao que

xs —yr # 0, defina

_ 1 att(r—2) =iy + (s —y)
W) =100 = 5 = Grtr —o) + (o= )P

Escolhendo z e w, sem alterar a reta, de modo que z é o ponto mais préximo da

origem (e portanto w — z é ortogonal a z), temos w — z = —y +ix e

oz —ty —i(y +tx)
o0 = (2 +y2)(1+¢2)

O centro da imagem é o ponto ¢ = 1/2z = (z — 1y)/2(2* + y?). Podemos verificar

que
6(t) — o] = r—ty—i(y+iz) 1 _ 1 r—ty—ily+iz) z—iy
(@2 +y2)(1+12) 2z 22+y? 1+ ¢2 2
_ |z — 2ty — ta® +i(y + 2tx — yt?)| 1

CE+PA+E) ajErs
Portanto, o circulo tem raio 1/2|z| e passa pelos pontos 1/z quando t = 0 e 0

quando t — oo.




A imagem da reta y = k pela fungao 2% considere y(t) = t + ki, temos entao
(verifique) y(t)? = t* — k*+2kti. O trago da curva é formado pelos pontos da forma
(t? — k2 2kt), que descrevem para k # 0 a pardbola (z + k?)4k? = y*

M

[}
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3.5 Funcoes multivaloradas

Uma funcao multivalorada F' associa a cada ponto do seu dominio U C C um
subconjunto de C.
Cada ponto do conjunto F(z) é um dos valores de F' em z.

O primeiro exemplo de fungao multivalorada que encontramos foi o argumento:
arg(z) = {Arg(z) + 2km; k€ Z}.

De certa forma os outros exemplos derivam desse.




Outra funcao multivalorada que encontramos foram as poténcias z/". Lembre que
0/n = {0} e
2k 2k
2 = {7"1/" (cosu +isinu> i k=0,1, ..., n— 1} ,
n n

quando z # 0 temos exatamente n valores distintos.

Para produzir o grafico de uma funcao multivalorada precisamos escolher de al-
guma forma apenas um valor para considerar em cada ponto. Exemplos incluem o
argumento principal e a raiz principal.

Outra abordagem ¢ a superficie de Riemann, que discutiremos mais tarde.

A raiz principal é uma funcao definida em todo C. Para n = 2, a raiz quadrada

principal é

V]?|(cos(Arg(2)/2) + isin(Arg(2)/2), z#0,
0, z=0.

Vz =

Podemos usar as férmulas para seno e cosseno de meio angulo para expressar a

funcao raiz:

/2 2 /2 2 _
\/E:i\/ x-l—Qy -I—xii\/ a:+2y :c’ 240,

o sinal a frente de cada raiz depende do quadrante de z.

Observe que a imagem da raiz quadrada principal tem argumento no intervalo
(—m/2,7/2]. Isso se traduz no grafico apresentando as cores correspondentes ao
semiplano direito apenas.

Atente também para a descontinuidade de cores ao longo do eixo real negativo.




3.6 Limite de uma funcao complexa

Definicao

Sejam f : U — C e zy um ponto de fronteira de U ou ponto interior de U. O limite

de f em zg é wy se
Ve >0, 35> 0; zeUel0<|z—2|<d=|f(2) —wo| <e.

Nesse caso escrevemos

zll)nzlo f(z) = wy.

Vamos trabalhar limites usando o que ja sabemos do calculo multivaridvel: para
calcular o limite de uma funcao complexa, vamos calcular o limite das suas partes
real e imaginaria.

O resultado principal que permite essa abordagem é




Teorema

lim f(z) = wo,

entao

lim  w(z,y) = Re(wy), lim  v(z,y) = Im(wp).
(x,y)—»(xo,yo) (x$y)—>(x0ay0)

Reciprocamente, se

lim  w(z,y) = Re(wy), lim  o(z,y) = Im(w),
(z,y)—(z0,y0) (z,y)—(z0,y0)
entao
le)nzlo f(z) = wo.

Usando as regras andlogas para o limite de fungoes reais de duas variaveis reais,

obtemos as regras para o calculo de limites de fungoes complexas.

Proposigao

Sejam zg, wg, Mo, A € C e as fungoes f: U — C, g: V — C.

e Se zy é ponto de fronteira ou interior de U NV e lim,,,, f(2) = wy e

lim, ., g(z) = my, entao

lim (f + Ag)(z) = wo + Amy.

Z—r20

e Se zy é ponto de fronteira ou interior de U NV e lim,,,, f(z) = wy e

lim, .., g(z) = my, entao

lim (fg)(z) = wome.

Z—r20

e Se wy é ponto de fronteira ou interior de V e lim, ., f(z) = wy e

limy, 4, g(w) = myg, entao

lim (g o f)(2) = my.

Z—20




Outra regra fundamental no célculo de limites é o critério de nao-existéncia usando

caminhos:

Se z se aproxima de z; por dois caminhos diferentes e os valores

de f(z) se aproximam de dois valores diferentes, entao nao existe

lim, ., f(2).

Exem;y

Limites basicos:

lim C = C.

Z—r20
De fato, u(z,y) = Re(C) e v(z,y) = Im(C). Basta usarmos que o limite de uma

fungao (real de duas varidveis reais) constante é a prépria constante.

lim z = 2.
zZ—r20

Temos u(z,y) = = e v(z,y) = y. Como fungdes (reais de duas varidveis reais)
polinomiais sao continuas, u — Re(zy) e v — Im(zy). Portanto u + iv — zo.

Para zy # 0,
1 1
lim — = —.
2—20 2 20
Temos u(z,y) = z/(z*> + y*) e v(z,y) = —y/(x* + y?). Portanto u e v sao fungoes

racionais - e continuas exceto onde o denominador se anula.




Nao existe

. z
lim —.
z—0 2

De fato, temos

zZ_x—1y
z  x4iy
(

Fazendo z — 0 pelo caminho = = 0 (o eixo y), temos

oy
—iy ’

ISIRN

ja pelo caminho z = y temos

T —ix 1—2 .
= = —q.
T+ 1x 142

7z
Z

Como temos dois valores diferentes, o limite procurado nao existe.

Definicao

Sejam f : U — C e zy um ponto de fronteira de U ou ponto interior de U. O limite

de f em zy é infinito se
VR>0, 3§>0; zeUel0< |z— 2| <d=|f(2) —wo| > R.

Nesse caso escrevemos

lim () = .

O limite de f quando z — oo é wy € C quando
Ve >0, 3JR>0; |z| > R=|f(2) —wo| <e.

Escrevemos

zli)rgo f(z) = wy.




A definicao dos limites é muito similar ao caso real. A principal diferenca é que nao
fazemos distingao entre 400 e —oo no plano complexo: a expressao z — oo singifica
todos os pontos onde |z| é suficientemente grande. J4 a expressdo f(z) — oo

significa que |f(2)| cresce indefinidamente.

Para um polinomio de grau maior que 0,

lim p(z) = oc.

Z—00
De fato, seja p(z) = ap + a1z + ... + a,2" com n > 1 e a, # 0. Escrevendo

Qo ay
— L -
2 2T

p(z) = (

+ ...+ an) 2" =q(z)2",
observe que

Jimy g(2) = an

pois as poténcias em ¢ tem expoente negativo. Logo para € = |a,|/2, existe R > 0

suficientemente grande, tal que para |z| > R
|g(2) —an| <e.
Segue que |q(2)| > |an|/2 > 0, e estimamos por fim

p(2)| = la(2)[[2"] = [2"[|an| /2.

Note que, diferente do caso de funcgoes reais,

lim z = o0
Z—r00

lim —z = oo.
Z—00




Considere f(z) = e” cos(y) + ie” sin(y). Nao existe lim, o f(2).

De fato, considere o caminho z =t + 0i:
f(t+0i) = e’ cos0 +ie'sin 0 = €.

Para t > 0, temos f(t) = e — 00, enquanto para ¢t < 0 temos f(t) = €' — 0 (pois

t — —o0).

Portanto o limite nao pode existir.

3.7 Continuidade de uma funcao complexa

A definicao de continuidade é andloga ao caso real.

Definicao

A fungao f é continua em z; quando

lim f(2) = f(2)

zZ—r20

A funcao f : U — C é continua em A C U quando f é continua em 2z, para todo

Z()EA.




Mas professor...

Nao é preciso pedir que f esteja definida em zy, que o limite exista e entao que a
igualdade seja valida?
Essas condigbes estao implicitas: nao podemos ter a igualdade se f(zp) nao esta

definida, por exemplo.

A funcao z é continua em C. De fato, temos
Z=x—1iy = ux,y) ==z, vir,y)=—v.

Como lim 3 ) (z0,50) T = To € iM (g ) (z0,40) —¥ = —¥o, SEGUE que

].imz_>Z0 3 = 20.

A funcao Arg é descontinua nos nimeros reais negativos.

De fato, seja ty < 0, temos Arg(ty) = m. No entanto o limite pelo caminho ¢y + ¢,

para t — 0~ se aproxima do valor —m. Assim Arg nao pode ser continua em t.

Mas professor...

A funcao Arg é descontinua em z = 0?7 Nao podemos falar da continuidade da

funcao em um ponto onde ela nao esta definida.

Se u e v sao continuas em A, entao f = u + iv é continua em A.

A propriedade acima pode ser usada para justificar que polinomios e funcoes raci-

onals sao continuas em todo o seu dominio.




Como podemos visualizar continuidade no grafico de uma funcao?
Informalmente, quando a fungao f varia continuamente, as fungoes |f| e arg(f)

sao “continuas”. No gréfico isso se reflete com a intensidade e tom da cor variando
gradualmente. Podemos identificar pontos de descontinuidade por um salto abrupto

em uma dessas grandezas.

A funcao ¢ descontinua em todos os pontos t + 0z, para t real negativo.
o /-

Cuidado - zeros de funcoes nao sao pontos de descontinuidade. Temos variacao do
tom da cor, mas a intensidade converge para zero. Compare os pontos z = i onde

a fungao tem um zero e z = 1, a fungdo nao é definida (e portanto nao é continua).
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