MATA46 - Fungoes de Variavel Complexa - Lista 3
Resposta Exercicios Selecionados

Principais resultados usados

Definicao 1

f:D C C — C é analitica em z se f for diferenciavel em z € D e em uma vizinhanca de z.

Teorema 1: Equagoes de Cauchy Riemann

Se f: D C C — C é diferenciavel (derivavel) no ponto zp = x¢ + %o, entao valem as ECR no

ponto (o, yo)

uz(xo,yo) = Uy<x07y0) € uy(fﬂo,yo) = —Uz($0>yo)-

Teorema 2 - Reciproca do Teorema 1

Se u(x,y) e v(x,y) sao de classe C'' em um ponto (g, o) (isto é, u, v e todas as derivadas parciais
de 1* ordem sao continuas em (zg, yo)), e se as derivadas parciais de 1* ordem satisfazem as ECR

nesse ponto, entao f(z) = u(x,y) + iv(z,y) é diferenciavel em zy = xo + iyo. Neste caso, temos

['(20) = ug(0,Y0) + 1vz(20, Yo)-

Teorema 2 - Reciproca do Teorema 1 - Critério de Analiticidade para um Dominio D

Se u(z,y) e v(x,y) sdo de classe C* em um dominio D (isto é, u, v e todas as derivadas parciais
de 1% ordem sao continuas em D), e se as derivadas parciais de 1? ordem satisfazem as ECR em

todo D, entdo f(z) = u(z,y) + iv(z,y) é analitica em D. Neste caso, temos

f(2) = ug(z, ) + ive(z, ).

Regra de L’Hopital

Sejam f,g: D — C derivaveis em zy € D. Se f(z0) = g(z0) =0 e ¢'(20) # 0, entdo

i 1) _ 11

=0 9(2)  ¢'(20)

Observacio: Se f, g e suas n — 1 derivadas forem nulas em z, e g™ (2) # 0, entdo

i 1) F"(=0)
=0 g(z) g™ (20)




Resposta Exercicios Selecionados

Exercicio 2.1 Escrevemos f(z) = |z| = /2% + 3% + 10, sendo u(z,y) = /2> + 3% e v(z,y) = 0.

Se f é diferencidvel em z = x + iy, entao valem as Equacoes de Cauchy-Riemann (ECR):

Como v € nula, as ECR se tornam
x Yy
—=0 e u,=—"==0.
/22 + 12 Y /22 + 42
Porém, nao existem solugdes em R? para as equagoes acima (note que u, e u, nem estao definidas em
(0,0)).
Portanto, f nao é diferenciavel em qualquer ponto de C, tampouco sera analitica (veja Teorema 1 e

Definigao 1).

Uy =

Exercicio 3.1 As funcoes f(z) = 219 + 1 e g(z) = 25 + 1 satisfazem as hipSteses da regra de L’Hopital.
Logo,

2041 10 10
im = =—.
=i 2641 6i° 6
Exercicio 3.2 As fungoes f(z) = sinz e g(z) = ¢* — 1 satisfazem as hipdteses da regra de L’Hopital.
Logo,
lim sinz cos(0) 1
2—0e% — 1 1

Exercicio 3.3 As funcoes f(z) = sin z—z e g(z) = 2% satisfazem as hipiteses da regra gerais de L'Hopital.

Logo,

lim szz_ Z_ 1(0) _o
i = g0

Exercicio 5 Se f(2) = u(x,y) + iv(x,y), entdo f(2) = u(z,y) + iw(x,y), sendo w(x,y) = —v(z,y).

Como f e f sao analiticas em C, valem as Equacoes de Cauchy-Riemann para f e f, ou seja:
Uy = Uy, Uy = —Uy e Uy = Wy = —Vy, Uy = —Wy = Uy.

Logo, u, = u, =0 V(z,y) € R? (uma vez que u, = —u, e u, = —u, Y(z,y) € R?) e, portanto, u é
uma funcao constante.
Analogamente, v, = v, = 0 V(x,y) € R? e, portanto, v também é constante. Concluimos que f é

constante.

Exercicio 6 Um exemplo classico de fungoes complexas inteiras, isto é, analiticas em todo C, sao as

fungdes polinomiais da forma f(z) = ag + a1z + a22* + ... a,2", a; € C.



Vamos procurar um exemplo dentro dessa classe de fungoes. Observe que

@) =f2)=ay+aZ+aZ°+...a,2" e f(2) =Ty +WmZ+ a2z +...60,2"

Assim, f(z) = f(Z) quando os coeficientes de f s@o reais. Portanto, basta escolher fungées com, pelo
menos, um coeficiente nao real.

Exemplos: f(z) =i+ iz, f(z) =2+ iz, f(z) =3iz, f(z) = (1+i)z+1i2% f(z) =1+ 22+ i2? etc.

Exercicio 7.2 Primeiro, note que o dominio de f é Dy = C\{0}. Como ¢(z) = z ¢é analitica em todo C,

1
segue que a analiticidade de f pode falhar por causa da fungao h(z) = —. Temos
z

z T —Y

h(z) = - ===

= i
7 $2+y2 x2+y2

=u(z,y) + ivw,y), z=x+iy.

1
z

Observe que as fungoes reais u e v sdo continuas, exceto em (0,0) (ou seja, z = 0). Além disso,

v — a2

2xy
Uy = Uy = ———F5———
T (a2 + )2 y (22 + y2)?

2y y? — a?
Ve = sy Uy T oy
(2% +9?)° (2% +y?)
sao continuas, exceto em (0,0) (ou seja, z = 0), e a ainda satisfazem as ECR. Portanto, h é analitica

em C\{0} (Veja Teorema 2), sendo

2

y:— 2y _y2—$2+i2$y_—22_ 1

(22 + y2)2 +l($2+y2)2 I ) R T

B (z) =
Portanto, f é analitica em C\{0} (também é chamada de holomorfa por ser analitica em todo o seu
dominio), sendo f'(z) = ¢'(z) + h'(2) =1 — % A funcao f nao ¢ inteira pois nao é analitica em todo
C.
Exercicio 9.1 Falso. Use o Teorema 1 como foi usado no Exercicio 2.1.

Exercicio 9.2 Verdadeiro. Use o Teorema 1 como foi usado no Exercicio 2.1.

Exercicio 9.3 Verdadeiro. Adapte o Teorema 2 para um ponto (zo, ) e verifique que f é diferencidvel

apenas no eixo x. Conclua que f’(z) = 2z no eixo z.
Exercicio 9.4 Verdadeiro.
Exercicio 9.5 Verdadeiro.
Exercicio 9.6 Verdadeiro.

Exercicio 9.7 Falso.



