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10.4 Quando entra uma fungao trigonométrica

Sejam p, ¢ polinomios, onde ¢ nao tem raiz real e

p(z)  ag+ a1 x4+ ...+ ayz”
q(z)  bo+bix + ... + bpa™

)

vamos resolver integrais do tipo
400
(z)(Asin(ax) + B cos(bzx)) dz.

—00

Elas costumam aparecer no calculo de Fourier.

+oo g
/ xsin(mx) p

x.
2

oo TFH2T+5

1. Escrever a integral real como integral de contorno

O primeiro passo é recobrar que essa integral é impropria, assim é um limite:

de = lim i .
oo L2422 +5 T RS0 Tomeo r T2+2x+5

/+°° xsin(mx) B gsin(rx)
As integrais dentro do limite sao integrais finitas, vamos usar elas pra construir um
contorno. A escolha boa nesses casos ainda ¢é a fronteira do semidisco superior de

raio R, denotado I'g:




-1+ 2i

°
-R R
-1-2i
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Definindo a fungao compleza g(z) = ZZ”_‘FPT(Z“IFZS), podemos escrever a integral da funcao

no contorno como soma de duas partes, sobre o segmento e sobre o arco de circun-

feréncia:

B gexp(ing)
dz = —d d
/pRg(z) = [ gt [ srd

note que no segmento [—R, R] a funcao fica

/R de - /R x (cos(mx) 4 isin(7x))) du

rT2+2x+5 [ g x2+2x+5

R R .
:/ x cos(mx) dx+i/ xsin(mx) i

_rRT>+2x+5 _rT?+2x+5
assim queremos a parte **imaginaria** do resultado.

Por fim pra reconstruir nossa expressao original, tomamos limite:

R .
lim / ELUGOR dx = Im [ lim / g(z)dz — lim 9(2) dz] ,
T'r

R—oo J_p 2 +2x+5 R—o0 R—=00 o

essa igualdade serd verdadeira se mostrarmos que cada limite na direita existe (é
finito).

2. Calcular a integral de contorno por residuos

A fungao g tem 2 polos, —1 + 2, cada um de ordem 1 — pdlos simples!!

Apenas o p6lo —1 + 2i estd dentro do contorno (para R > /5), assim pelo teorema

dos residuos:

/ g(z) dz = 2miRes(g, —1 + 2i).
T'r




Como calculamos o residuo em um polo simples?

Res(g,i) = lim ((z+1—2i)g(z)) = lim (M> = 2 (1 + 1) .

z——1+42i z—=—1+2 \ z 4+ 1+ 21 2 4

Segue portanto que a integral vale e™*"7r(1 — 2i)/2, e como o resultado na direita
nao depende de R, podemos tomar o limite:

1—-2¢

—27r71_

3. Remover as partes do contorno que nao importam obtendo o valor da integral
original
Vamos mostrar que o limite que falta é nulo.

Escrevendo a integral pela definicao,

/ g9(z)dz = /OTr g(Rexp(it))Riexp(it)dt = iR /O7r g(Rexp(it)) exp(it)dt.

Estimando o médulo da integral acima, temos

onde usamos |exp(it)| = 1.

=R

/ " g(Rexp(it)) exp(it)dt\ <r " |o(Bexp(it))ldt,

Estimando a nossa funcao g,

_ < . _ < —Im(z)
962 = | g s | el zl+%+5‘ ’
substituindo agora z = Rexp(it), temos Im(z) = —Rsint e
R it ,
o(Rexit)] | exp({) e

R? exp(2it) + 2R exp(it) + 5
Para a parte racional da fungao, fatorando |z| na maior poténcia possivel nos termos

da fragao, vem
ET
|22 + 22 + 5| |z|2‘1+l+%

|2l

essa técnica é comum no calculo de limites no infinito no calculo. Agora conhecemos
o limite

— 1

5
14+ —

’ 2
2| |27

quando |z| = oo, logo sabemos que

2
h+—
||




Como o termo acima aparece no denominador da fungao, a desigualdade se inverte:

z

2
224+ 22+5

, R grande.
2|

<

Substituindo na desigualdade acima z = Rexp(it), temos

Rexp(it) 9
<+, Rgrande.
’Rz exp(2it) + 2Rexp(it) + 5| — R’ grande
Retornando na nossa integral principal,
= R exp(it) e
d < R S dt
/m'co g(z) 2> A R? eXp(Q’Lt) —+ 2R eXp(zt) +5 ’ e

2 4 . 4 .
< R—/ e fisintgy — 2/ e fsintqr R grande.
R Jo 0

A conclusao vem do limite

™
lim e ftsintqr —
R—o0 0

que voces podem usar direto.

Portanto
I TSI(TL) i | 1 / (2)dz — i (2)d
im ———2 dzx=Im| lim z)dz — lim z)dz
R—oo | _p 24+ 22 +5 R—00 Tr g R—=00 [ rco g

1—-2¢
2

=1Im [6_2’% ] = —me 2",

Aqui a funcdo nao é par. Sem essa hipdtese é preciso verificar a convergéncia (a
integral converge nesse caso, fica como exercicio verificar).

Novamente, o limite calculado é o Valor Principal da integral.




Justificando o limite
Primeiro observe que a fun¢do —Rsint é simétrica com relacdo a —m/2, e conse-
quentemente exp(—Rsint) também é,

\
1

05

35

—05

s /2
/ e—Rsintdt — 2/ / €_R5intdt.
0 0

Em seguida, usando a desigualdade geométrica

logo

2t
sint > —, 0<t<m/2
T

ilustrada em
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—Rsint €—R2t/ﬂ'

concluimos que e e calculamos a integral restante:

w/2 ) /2 T
/ B_Rsmtdt < / 6—2Rt/7rdt _ _ (e—R _ 60) <
0 0

T
2R 2R’

Portanto

™ ) /2 )
lim [ e RStdt = lim 2 / e Rsintgr < lim 2 = 0.
0 °R

R—o0 0 R—o0 R—o0
O gréfico a seguir apresenta as fungdes exp(—Rsint) para R € {1, ...,6}.
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Atencao: a justificativa usada no trecho abaixo estd errada. Veja a versao corrigida

aclma.

A técnica é a mesma, usar a desigualdade ML no semicirculo. O comprimento ainda

é mR, precisamos estimar g:

2z
224+22+5

z
224+22+5

19()] = (e = ]e—R,

pois | exp(iz)| = | exp(—y + iz)| = e Y, e 0o maior valor possivel para y no contorno
¢ R.
Para a parte racional da fungao, fatorando |z| na maior poténcia possivel nos termos

da fracao, vem
E
|22 + 2z + 5| |z|2‘1+l+%

|2l

essa técenica é comum no calculo de limites no infinito no calculo. Agora conhecemos
o limite

2
'1+—+ — 1

2|

|22
quando |z| — oo, logo sabemos que

P )
IR PR

1
>=-, R de.
FRATEEE: grande

Como o termo acima aparece no denominador da funcao, a desigualdade se inverte:

Da desigualdade ML,

lim g(z)dz = 0.

R—o0 arco

Segue




Para quem esta se perguntando se nao poderia pegar direto seno na funcao original:
a funcao seno é limitada na direcao do eixo x, no entanto ela cresce exponencial-
mente na direcao do eixo y. Assim no arco de circunferéncia estarfamos integrando
uma funcao que esta crescendo, e a integral dessa parte nao iria pra zero, como é

conveniente.

10.5 Quando entra uma fung¢ao multivalorada

E preciso tomar cuidado extra ao lidar com fungdes multivaloradas. Precisamos
escolher os ramos com cuidado de modo que a funcao seja analitica sobre e no
interior da curva que interessa, exceto possivelmente em **pélos™*: ou seja, pontos
de ramificacao precisam ser evitados.

Lembre que todo o calculo de residuos é baseado em singularidades isoladas.

/+°° Inx
—dux.
o (22+1)2

1. Escrever a integral real como integral de contorno

O primeiro passo é recobrar que essa integral é imprépria, assim é um limite:

+o0 1 R
/ T = Jim lm [ 22
o (x2+1)2 Roooe—0 f, (224 1)2

As integrais dentro do limite sao integrais finitas, vamos usar elas pra construir um
contorno. A escolha boa nesses casos ainda ¢é a fronteira do semidisco superior de
raio R, denotado I', mas dessa vez vamos driblar o ponto de ramificacao em z = 0

usando uma pequena semicircunferéncia de raio e:




. Fans :
-R —£ 13 R
0-i ®
corte
Definindo a fungao compleza g(z) = (ljf_:(lz)l, podemos escrever a integral da funcao

no contorno como soma de **quatro™* partes, sobre os segmentos e sobre os arcos

de circunferéncia:

/Fg(z) dz = /jg(z) dz + /GTCO(R)Q(Z) dz + /_:g(z) dz — /mo(e) g(2) dz,

a integral na circunferéncia pequena fica negativa por orientacao. No segmento

/ERg(z)dzz/gR%dx,

para atender o segmento [— R, —¢| precisamos escolher o ramo da funcao log. To-

[e, R] a funcao fica

mando log* como o ramo excluindo-se o eixo imaginario negativo, a funcao é

analitica na drea que precisamos, e para z = z + 0i,x < 0 segue que log*(x)

In|z| 4+ im, que d4 a integral

/_:g(z) dZ:/_:x(ln|x|+i7r))

dx
(@2 +1)2 7
a primeira integral é igual & que nos interessa (via mudanca de varidvel), ja a outra

¢ um numero imagindrio puro: vamos entao tomar a parte **real** dessa vez.

Por fim pra reconstruir nossa expressao original, tomamos limite:

R
1
2 lim lim T dr
R—o0e—0 J, (:[:2 + 1)2
= e |:}%1_I>I010 '11_{% r g(Z) te- I%l_I)rolo arco(R) g(Z) de - ll_r}r(l) arco(e) g(Z) dz:| ,




essa igualdade serd verdadeira se mostrarmos que cada limite na direita existe (é
finito).

2. Calcular a integral de contorno por residuos

A funcao g tem 2 pélos, +i, cada um de ordem 2 — pélos duplos.

Apenas o pélo i estd dentro do contorno (para R > 1), assim pelo teorema dos

residuos:
/ g(z) dz = 2miRes(g,1).
T'r

Como calculamos o residuo em um pélo duplo?

Res(g. i) =t (= Pg(2)) =t (12215

22— z 22— (Z +
_ 1 log*(2) i o7
— _9 _r. T
= [z(z T2 ‘et i)3} 173

it

7> € como o resultado na direita nao

Segue portanto que a integral vale —7 + 1
depende de R, podemos tomar o limite:
T im?

Al | g(z)dz = =5+ =

3. Remover as partes do contorno que nao importam obtendo o valor da integral
original

Vamos mostrar que os dois limites que faltam vao pra zero.

No arco de circunferéncia maior vamos aplicar a técnica anterior (estimar via desi-
gualdade ML).

Depois vamos mostrar que a integral na circunferéncia pequena vai pra zero.
Fatorando |z| na maior poténcia possivel nos termos da fragao e calculando a norma
de log*(z) = In|z| + 0, vem

lin|z| +i0] _ +/In|z|? + 62

2 2
SR NPT

?

essa técnica é comum no calculo de limites no infinito no calculo. Agora conhecemos

o limite

quando |z| — oo, logo sabemos que

2
‘1+—
||




Para o log vamos usar a estimativa InR < R valida pra R positivo, e § < R valida

para R > 2w, pra estimar
Vin|z2 + 62 < VR? + R? = RV/?2,

Juntando tudo, temos

Segue
lim g(z)dz =0.

R—roo arco(R)

Vamos mostrar que a integral na circunferéncia pequena tende a zero. Agora a ideia

¢ usar a mesma estimativa inicial, mas pra |z| préximo de zero. Temos:

- )
|ln|z| + 6| o2 In|z| - 4|ln\z|],
|22 + 12 271

usando que para £ pequeno In|z| se torna grande em médulo e portanto é maior
que 6, enquanto 1 + 22 tende a 1, e portanto tem mdédulo maior que %

Usando nossa desigualdade favorita, segue

/ 9(2)dz
arco(e)

e do conhecido limite ulnu — 0 quando u — 07, segue a afirmagao.

< comprimento(arco) x mazximo(g) < med|lng|,

Portanto
R -
o Inz) 1 . _
i), @anr® T 2 (A T L ) S
. 1 1 T im? T
-ty 000 =gRe |5+ ] =3

Aqui tomamos o limite independente no zero e no infinito, assim a integral calculada

é o valor real, nao apenas o Valor Principal da integral.

/+°° Inzx s
L T
o (2+1)2 4




10.6 Integrando funcoes trigonomeétricas sobre o periodo

T gin?t
—dt
o OD-+4cost

1. Escrever a integral real como integral de contorno

O primeiro passo € interpretar essa integral como uma integral de contorno sobre
o circulo unitario. Para as contas fecharem, observe que o intervalo de integracao
cobre uma vez o circulo z(t) = exp(it), que é uma curva fechada. Escrevendo entao
z(t) = exp(it) como mudanga de varidvel, segue que z/(t) = iexp(it) = iz, resta

substituir os senos e cossenos. Lembrando a forma exponencial de sin e cos, temos

exp(it) —exp(—it) z—1/z
24 2%

exp(it) + exp(—it) z+1/z

() —
sin(t) 5 5

cos(t) =

Juntando tudo nossa integral fica

2

z—1/z
/2” sin® ¢ dt—/ ( % ) dz
o D+4dcost |z|:15+4#iz'

A integral na direita é a integral sobre a circunferéncia unitaria de uma funcao

racional. Nesse caso nao temos limite a calcular na integral, nao ¢ uma integral

impropria.

(0, 0p

(-2,0)
o




Definindo a funcao compleza

i(22 —1)2
9(2) = 555 :
42%(222 + 5z + 2)

que é a expressao dentro da tltima integral organizada, estamos prontos pra calcular
a integral.

2. Calcular a integral de contorno por residuos

A fungao g tem polos, —2, —1/2 de ordem 1, e 0 de ordem 2.

Apenas os pélos 0 e —1/2 estao dentro do contorno, assim pelo teorema dos residuos:

/ g(z)dz = 2miRes(g,0) + 2miRes(g, —%)
|z|=1

Apds algumas (vdrias) contas, obtemos Res(g,0) = —igs e Res(g, —3) = 15,

5 subs-

tituindo de volta sai

/|z|=1 g(z)dz = %

3. Remover as partes do contorno que nao importam obtendo o valor da integral
original

Nesse caso, nao tem nenhum termo sobrando:

2T 2
sin“t s
—dt = dz = —.
/0 5+ 4cost [4:1 9(z) dz 4

Essa integral nao é imprépria. Nao tem convergéncia pra verificar.
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