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8 Integracao

8.1 Integral de fungoes complexas

O objetivo dessa secao é estudar as perguntas

O que ¢ a integral de uma funcao complexa?

Vale uma versao complexa do teorema fundamental do

calculo?

Queremos definir a integral de uma funcao complexa de uma varidvel complexa,
vamos nos apoiar na integral de Riemann ja conhecida.
Se 1 : [a,b] — C é continua, podemos tomar a integral de cada componente, isto
é, se Y(t) = x(t) + iv(t), entdo x, y sdo também fungoes continuas. Definimos a
integral da curva 1 integrando cada componente:

b
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Quando U(t) = X(t) + 1Y (t) satisfaz U'(t) = ¢(t) para a < t < b, isto é, ¥ é a deri-
vada de ¥, podemos aplicar o teorema fundamental do calculo a cada componente,

obtendo

/abz/J(t)dt:/abg;(t)dt+i/aby(t)dt=/abX’(t)dt+i/abY’(t)dt:

= X(b) — X(a) +i(Y(b) —Y(a)) = ¥(b) — ¥(a).

Vocé pode pensar em 1 como a velocidade, a integral sobre [a, b] fornece o desloca-

mento total sobre a curva W.

Diferente da integral real, podemos integrar funcoes complexas sobre diferentes
caminhos ligando dois pontos. Vamos nos atentar a essa diferenga em varios pontos,

o primeiro é que precisamos de hipdteses sobre o tipo de curva usado.

Definicao

Um caminho no aberto D C C é uma curva parametrizada v : [a,b] — D conti-
nuamente diferencidvel por partes, isto é, uma curva continua em [a, b] para a qual
existem finitos pontos x1, ..., xn € [a,b] tais que x; = a, xy = b e v é continua em
[k, Xk 41] € tem derivada continua em (xy, Tri1).

Dizemos que 7(a) é o ponto inicial e v(b) é o ponto final do caminho. Dizemos

também que v liga y(a) a y(b).




Isto é, um caminho v tem derivada continua, exceto em um ntmero finito de pontos.
Na préatica, a maior parte das curvas que usaremos serao compostas por segmentos
de retas e arcos de circunferéncia.
A vantagem de usar caminhos é que
b T2 T3 TN
/ ’y(t)dtz/ fy(t)dt-l-/ ’y(t)dt—l-----l-/ ~(t) dt,
a g1l x2 TN-—1

e em cada intervalo a fungao sendo integrada é continuamente diferenciavel.

Definicao

Sejam f : D — C continua no aberto D e 7 : [a,b] — D um caminho.

A integral de f sobre ~y é

/Wf Bz = / o) (o) de

Observe que a integral de f sobre z nao é apenas a integral vetorial de f o~.
Vamos expandir a expressao da integral, como fizemos com a derivada.
Escrevendo f = u + 1w e v = p + iq, a integral acima é expressa usando integrais

reals como

[1@dz= [ rowr®d= [ +id)d -

= / (up” = vq') +i(vp’ + uq') dt
— (] ot a1 e) ~ o000 ) ) +

b
i ([ 00w @ + utpe, a0 ).
Cada integral na ultima expressao é uma integral de uma funcao real, assim é bem

definida.




2 no segmento ligando 0 e z,. Podemos parametrizar o

Vamos integrar f(z) = z
caminho como y(t) = tzg = tzy+tiye no intervalo [0, 1], assim f(z) = x? —y*+ 2izy,
Y(t) = two + ity e ¥ (t) = xo + Yo
Usando a expressao acima para a integral, temos

b

A F(2)dz = / (up — vg)dt + i / (o + ug) dt

b b
= / ((txo)? — (tyo)?)mo — 2txotyoyo) dt + 1/ (2tzotyozo + ((tzo)® — (tyo)*)yo) dt

J b
= (5 — Ypzo — 270Y5) / £ dt + (2x3yo + 230 — )i / t* dt
_ Lo 2 2 2 2 34 L3
= g(ﬂjo — yOxO - 2$0y0 + (2:1)03/0 + xoyo — yO)Z) — 520'

Exemplo

Vamos integrar f(z) = 2% no segmento ligando 0 e 2y, desta vez usando a defini¢ao
de integral.
Novamente o caminho é v(t) = tzg = txy +tiyy no intervalo [0, 1]. Temos a derivada

() = 20 = xo + iy que é ndo-nula para zg # 0. Calculamos a integral

1 1 1
/z2 il = / [y (t) dt = / 222 dt = zg’/ t2dt = lzg’.
2l 0 0 0 3




Vamos calcular a integral sobre um circulo centrado em z = 0 de f(z) = 1/z. Vamos
parametrizar o circulo por () = rexp(it) no intervalo [0, 27].
Observe que a imagem de v estd contida no aberto {z # 0} onde f é continua,

entao a integral é bem definida e podemos calcular

/%_/27r
5 % 0

Como ~/(t) = irexp(it) = ivy(t), temos

d 27
/i:/iﬁ:%L
vy % 0

v'(t)
26

O exemplo acima ¢é uma das integrais mais importantes que veremos.

Vamos discutir o valor da integral de f(z) = 2" no circulo unitério para n € Z.

Como acima 7(t) = rexp(it) e

wa=lﬂwmwwﬁ

27 27
= / " exp(int)ir exp(it) dt = r" i / exp(it(n+ 1)) dt
0 0

= "t (/0% cos(t(n+1))dt +1 /027T sin(t(n + 1)) dt) .

Para n # —1 a fungao dentro de cada integral tem média zero no periodo, isto é,

/z"dz:O, n # —1.
ol




Operando com curvas

Serd interessante considerar curvas formadas unindo curvas mais bdsicas.
Definimos a concatenacao das duas curvas v : [a,b] - C e ¢ : [¢,d] — C, que

cumprem ~y(b) = d(c), como a curva o : [0, 1] — C, definida por

Wa+2t(b—a), 0<t<1/2,

o(t) =
S+ 2t —1)(d—c)), 1/2<t<]1,

isto é, percorremos a curva <y no intervalo [0, 1/2] e entdo percorremos a curva ¢ no

intervalo [1/2,1].

Vamos usar a concatenacao pela propriedade

/U F(2)dz = L f(2)dz + /5 f(2)dz.

Percorrendo uma curva parametrizada v na orientacao oposta, isto é, fazendo os

valores do parametro percorrerem o intervalo na dire¢ao oposta, obtemos uma nova
curva que denotaremos —v.

A propriedade mais importante é que mudar a orientacdo muda o sinal da integral:

/_7 f(z)dz = —Af(z)dz.

Na pratica é mais trabalhoso escrever a concatenagao na forma acima do que des-

)

crever “o caminho é o segmento de zp a z; unido ao segmento de z; a z;” e com

frequéncia o caminho serd descrito da segunda forma.




Vamos considerar para z # 0 o caminho

1+ 2t(|2| — 1), 0<t<1/2
|2 exp(iArg(2)(2t — 1)), 1/2<t <1,

V() =

isto é, primeiro percorremos o segmento de reta ligando 1 e |z| e em seguida per-
corremos o arco de circunferéncia ligando |z] e z.

v, ¢ um caminho: ele é continuo, e o inico ponto onde a derivada nao é definida é
t =1/2. O ponto inicial é sempre 1.

Vamos calcular a integral de 1/z sobre ~,:

dw _ [PAUE) . [P L)
L w ‘/o w)dt‘/o vza)d”/l/z Ok

Calculando a derivada, temos

202| — 2, 0<t<1/2,

V.(t) = -
|z|Arg(2)2iexp(iArg(z)(2t — 1)), 1/2 <t <1,

Voltando nas integrais, temos

1/2 1 1 . 1/2 . 1 .
/ vz(t)dH/ %(t)dt:/ 20z -2 dt+/ |2 Arg(2)2i
o () 1/2 V=(t) o 1+2t(]z] - 1) 1/2 |2

Como a primeira integral s6 envolve nimeros reais, escolhendo u = 1 + 2t(|z| — 1),

vemos que v’ = 2(|z| — 1) e a integral fica

12 90z -2 I#l g
/ 12 dt=/ —u=ln|z|.
o 14+2t(|z| - 1) 1 U

Para a segunda integral, temos

1 : 1
/ Mdt = 2iArg(z) / dt = iArg(z).
1

/2 |2| 1/2

Portanto

/ %U =In|z| +iArg(z) = Log(z).

V=




Gostarfamos de escrever, no exemplo acima,

“ dw
_— L
o 0g(2),

mas para isso precisamos garantir que a integral teria o mesmo valor se cal-
culédssemos usando outro caminho ~ ligando 1 e z.
Infelizmente nao é o caso:
Defina
6.(1) = 14+ 2¢(|z]| = 1), 0<t<1/2,
|z|exp(i(2m + Arg(z))(2t — 1)), 1/2<t <1,
isto é, primeiro percorremos o segmento de reta ligando 1 e |z| e em seguida per-

corremos a circunferéncia de raio |z|, damos uma volta e paramos em z.

dt

Podemos calcular a integral
t LSt
s [ 20
1

/ dw /1/2
5. W B 0 t) /2 5z(t)

1/2 _ 1 :
:/ 2|z| — 2 dt+/ |z|(27r+Arg(z))22dt
o 1+2t(]z]—1) 1/2 |2

= In |z| + (27 + Arg(z)) = Log(z) + 2mi.

o5
5z(

O caminho 6, usado percorre o eixo real até |z| e entdo d4 uma volta completa e
segue até z. Mudando o nimero de voltas podemos produzir diferentes ramos do

logaritmo.

Teorema

Teorema fundamental do calculo.

Se f: D — C é continua, F': D — C é holomorfa e F'(z) = f(z), entao para todo

caminho 7 : [a,b] — D,

/ﬂawzﬁmw»—mﬂ@»




Usamos a versao vetorial do teorema fundamental:

/ £(2) dz = / SO (t)dt = / Fy(®)y (t)dt

_ / [F on](t)dt = F(v(b)) — F(v(a)).

Quando F, f s@o continuas em um aberto D e F'(z) = f(z) em D dizemos que F'

é uma primitiva de f em D.

O ramo principal do logaritmo, Log, é continuo e analitico no aberto

D = C\(—o0,0].
Para todo z € D vale
“dz
el
o 0g(2),

pois quando tratamos apenas de caminhos em D nao é mais possivel dar voltas em
torno da origem, como no exemplo anterior.

Em outras palavras, Log é uma primitiva de 1/z em D, mas nao em C\{0}.

Quando conhecemos uma primitiva da funcao, o calculo da integral é muito mais
direto.

Vamos analisar a questao da existéncia de uma primitiva, precisamos de mais algu-

mas definigoes.




Seja f : D — C. Dizemos que a integral de f entre z; e z; nao depende do caminho

lf&ﬂ%zlf&ﬂa

sempre que 7y e § sao caminhos em D que comegam em 2z e terminam em zj.

quando

Podemos escrever a igualdade acima como

Af@MZ—AfQMZ=Q

[yf(z)dz + /—5 f(z)dz =0,

e finalmente usando a concatenagao de v e —9,

/Uf(z)dz = 0.

Observe que o caminho ¢ percorre v no sentido positivo e  no sentido negativo,
comegando e terminando em zg — é um caminho fechado.

Da mesma forma, se um caminho fechado comeca me z, e passa por z; em algum
t, podemos dividir a curva em dois caminhos de zy a z;. Se a integral no caminho
fechado é nula, a integral nos dois caminhos assim derivados sao iguais.

O argumento acima sugere a importancia de estudar integrais sobre caminhos fe-

chados.

A integral de f em D nao depende do caminho

g

a integral de f em todos os caminhos fechados em D ¢é zero.




Definicao

Uma curva parametrizada 7 : [a,b] — C é simples quando

a<t<s<b At)=7(s) = a=s, t=0

Uma curva fechada é orientada positivamente quando ela é percorrida no sentido

antihorario quando o parametro ¢ varia de a a b.

Uma curva simples é uma curva que nao tem autointersegoes, exceto possivelmente

nos extremos do intervalo (se for fechada).

Teorema

Se D é aberto e conexo, f: D — C é continua e satisfaz

L f(2)dz =0,

para todo caminho fechado + : [a,b] — D, entao f possui uma primitiva em D.

Reciprocamente, se f, F': D — C sao continuas, D é conexo e F' é primitiva de f

em D, entao a integral de f em todo caminho fechado em D é zero.




/Edz
¥

Considere inicialmente v o segmento de reta unindo 0 e zq, y(t) = tzg € ¥'(t) = 2o.

Temos a integral

1 1 1
— 1

/Edz =/ V(&)Y (t) dt :/ tZoz0 dt = |Zo|2/ tdt = S|zl
5 0 0 0 2

Considere agora § um circulo de raio r, isto é, d(t) = rexp(it) e §'(t) = irexp(it).

Calculando a integral

/f b /0 Q’Fm&/(t) gt — /0 7 rexp(it)ir exp(it) dt

2 2
= ir2/ exp(—it) exp(it) dt = irQ/ dt = 27r?i.
0 0

Observe que a integral no contorno fechado d nao é zero. Assim a funcao conjugado
nao possui primitiva em nenhum aberto (a ideia é refazer a integral acima para uma
circunferéncia centrada em z, qualquer).

Por exemplo, no contorno composto do segmento de 0 a z; concatenado com a
circunferéncia de raio |2/, a integral vale (1/2 + 2mi)|zo|?.

J& sabiamos que o conjugado nao tem derivada. Agora sabemos também que ele

nao tem primitiva, isto é, nenhuma fungao satisfaz f'(z) = z.

8.2 Teorema de Cauchy-Goursat

O teorema titulo dessa secao é um dos resultados fundamentais do curso.




O teorema de Cauchy-Goursat nos da uma condigao sobre o aberto D para que a
integral sobre uma curva fechada dde uma funcgao analitica seja zero.
Novamente a diferenca topoldgica entre a reta e o plano se mostra, precisamos

discutir as hipdéteses sobre o dominio D.

Definicao

Um aberto D C C é

e conexo quando dado um par de pontos z,w € D, existe uma curva continua

que comega em z e termina em w;

e simplesmente conexo quando é conexo e, além disso, toda curva simples e

fechada em D pode ser deformada a um tinico ponto, sem sair D.

Mas professor...

Como uma curva pode ser deformada a um tinico ponto?

A ideia intuitiva é que podemos encolher a curva até sobrar sé6 um ponto.

Na imagem da esquerda, vemos que os dois contornos (que sao circulos) podem
ser encolhidos até o seu centro (diminuindo o raio gradualmente) e isso é feito sem
nunca sair do dominio.

Na imagem da direita, a situacao é diferente: uma curva pode ser reduzida a um
ponto, enquanto que a outra nao: sempre que tentarmos reduzir um circulo que

contém o buraco do dominio, precisamos sair do dominio em algum ponto.




E ilustrativo olhar para conjuntos que nao sao simplesmente conexos.

O disco perfurado D = {0 < |z| < 1} nao é simplesmente conexo. Curvas que
nao dao uma volta no centro podem ser deformadas a um ponto sem deixar D. No
entanto qualquer curva que contenha z = 0 no seu interior nao pode ser deformada

sem atravessar z = 0 em algum momento.

O conjunto S = {|Re(z)| > 1} nédo é conexo, pois os pontos —2 e 2 ndo podem ser
ligados por um caminho continuo sem atravessar a reta Re(z) = 0.

Todas as curvas simples e fechadas contidas em S podem ser deformadas a um tinico
ponto. Isso porque S é formado por duas partes e cada uma delas é simplesmente
conexa. Qualquer curva continua em S precisa estar contida inteiramente em uma
das duas partes, logo pode ser contraida.

Como S néo é conexo, ele NAO E simplesmente conexo, embora todas as curvas

possam ser contraidas.

A defini¢ao topolégica de conjunto conexo ¢é diferente da fornecida acima. O que
chamamos de conexo é conhecido como conexo por caminhos, ja que qualquer par
de pontos ¢ ligado por uma curva.

Para abertos no plano as duas definigoes sao equivalentes, e essa é mais intuitiva.

Observe que ¢ dificil mostrar que um conjunto é simplesmente conexo — é preciso
testar infinitos contornos. Ja mostrar que ele nao é é mais facil - basta escolher um

contorno adequado (um que tenha um buraco do dominio em seu interior).




Teorema

Teorema de Cauchy-Goursat
Se D é um aberto simplesmente conexo, f é harmoénica em D e v é uma curva

simples e fechada em D, entao

[yf(z) dz = 0.

Exemplo

Em qualquer curva v simples e fechada

/exp(z) dz =0, /275 dz = 07/sin3(z) cos(iz)dz = 0.
.

v v

Toda funcao inteira tem integral nula sobre uma curva simples e fechada qualquer.

Podemos tratar curvas fechadas que nao sao simples subdividindo a curva em cada

intersecao.

Principio da deformacao de caminhos.

Podemos ganhar informacao usando o teorema de Cauchy-Goursat mesmo quando
a funcao nao é analitica em alguns pontos no interior da curva. Para isso precisamos
reescrever a curva usando um corte.

Considere as fungoes f(z) = 1/z e g(z) = 1/22, elas sao analiticas no plano perfu-
rado C\{0}.

Vamos considerar as integrais

[y f(2)dz. / 9(2)dz,

onde v ¢é a elipse y(t) = 3cost + i2sint que envolve z = 0.

Considere a curva auxiliar §(¢) = cost + isint = exp(it), o circulo unitario.




Por fim vamos construir o segmento de reta p ligando os pontos de inicio da elipse
e do circulo, isto é,

u(t) = (1 — £)7(0) + 5(0) = 3 — 2t.

Concatenando, nessa ordem, as curvas v, i, 6~ e ~, obtemos uma curva fechada I'.
O interior dessa curva nao contém a singularidade z = 0, entao f e g sao analiticas

no interior e sobre a curva I'. Pelo teorema de Cauchy-Goursat,

dz_

d
Z —0.

r ? r 22

Agora vamos abrir a integral usando as propriedades de concatenacao:

/ dz / dz / dz / dz / dz / dz dz
o= ===+ =+ =+ ==[=-[-=.
r 2 y 2 u 2 5- 2 u— 2 g 2 5 2

Reescrevendo os termos e lembrando do exemplo da outra secao, vemos que

d
/_z: %:27%
,YZ § <

O argumento nao depende da f: para a fungao g temos novamente

dz dz
/7: — =0
’YZ 5Z

O procedimento descrito acima é conhecido como principio da deformacao dos ca-
minhos. A conclusao é que se nao ha singularidades de uma funcao f entre duas

curvas fechadas simples, a integral sobre as duas curvas tem o mesmo valor.




/ dz
Bl 12

Dentro do contorno |z| = 2 a fun¢ao tem duas singularidades, z = i e z = —i.

Reescrevemos o integrando como

1 11 1 1
1+22 22—4 2241

segue do principio da deformagao de caminhos que

/ dz / 1 1 1 1
— = = == = -dz =
lj=2 1 + 2 hl=222—1 22+1
1 1 1 1 1 1 11
:/ 5 -5 -d2+/ = - — = -dz
lz—i|=1/22z_Z 2241 |z+i|=1/22Z—Z 2z+1

1 1 1 1
:_/ ,dz—i——/ — -dz =i — i = 0.
2 Jaij=1y2 72 — 0 2 Jiapi=12 2 F0

Considere o caminho C' representado na figura.

Vamos calcular

8z — 3
/ 5 dz.
c R —Zz
A fungao é analitica em todo o plano, exceto nas singularidades z = 0 e z = 1.

Podemos reescrever o integrando na forma

82—3 3 5
22—z z z-1

A curva circula as duas, vamos separar a integral sobre cada lago usando o ponto

onde a curva se autointersecta como divisor. Considere Cj a parte da curva que da




uma volta em z = 0 e '} a parte que da uma volta em z = 1. Temos

/8§_3dz=/ 85_3dz—|—/ 85_3dz.
cRT—Z COZ—Z Clz—z

Agora usando o principio da deformagao de caminhos, podemos passar da integral

em (] para a integral no circulo S; de raio r centrado em z = 1. Da mesma forma
podemos passar da integral em Cj para a integral em Sy, um circulod e raio r
centrado em z = 0. Nao precisamos usar o mesmo raio nas duas, mas podemos

para economizar uma letra (no exemplo, r = 0.1 é apropriado).

A
AN\
)

Temos entao

/8'22_3dz=/§+ > dz=3/ ldz+/ > dz = 67i + 0,
Oy 25— 2 sp 2 2—1 So 2 502 — 1

onde a primeira integral é do exemplo no comeco da secao e a segunda ¢é zero pelo

teorema de Cauchy-Goursat.
Observe que o caminho C; é percorrido no sentido antihorario. Assim, a circun-
feréncia S; também é percorrida no sentido antihorario. Como sabemos, inverter a

orientacao do caminho troca o sinal da integral:

8z —3 3 5 1 1
/ j dz:/—+ dz:3/ —dz—5/ dz = 0 — 10m.
o 24— 2 52 z2—1 sy 2 srz—1

Veja que dessa vez a integral de 1/z é zero, pois ela é analitica sobre e no interior

do circulo S;.

Concluimos que

L= r—
c R°— 7




Uma consequéncia do teorema é que toda funcao analitica em um aberto D sim-
plesmente conexo possui primitiva nesse aberto.
Vimos anteriormente entre a equivaléncia a integral em curvas fechadas ser zero e

a independéncia do caminho para integrais.

Teorema

Se f é analitica no aberto simplesmente conexo D, entao para cada zyp € D a funcao

F(z) = / f(w)duw

¢ uma primitiva de f em D, onde 7 é qualquer dos caminhos em D ligando 2 a z.

Sabemos ha algum tempo que uma funcao ter primitiva nao significa que essa

primitiva pode ser expressa por meio de fungoes elementares (sin 22, exp(—x?)).
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