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8.4 Mais teoremas sobre integrais

Vamos explorar as consequéncias tedricas das férmulas de Cauchy para encerrar o

estudo de integrais (por enquanto).

Teorema

Estimativa de Cauchy
Se f é analitica em D, o disco |z — zg| < r estd contido em D e para todo w na
fronteira do disco |f(w)| < M, entdo

n!M

rn

|f™ (20)] <

Essa desigualdade segue da féormula de Cauchy, usando a desigualdade ML na inte-
gral.

De fato, da segunda férmula de Cauchy

n! f(w) _nl Flw)
% /|Z—Zo|=r (w - ZO)n+1 dw‘ a % /lz—z0|=T W e ,

e sobre o contorno temos |w — zo| =7, | f(w)| < M, logo

f(w)

£ (z20)] =

M

— Tn—i—l :

Como o comprimento da curva é 27r, segue da desigualdade ML

nl M 5 n!M
— Tr = )
27 prtl rn

|f*)(20)] <




Se | f(z)| < 3] no disco |z| =1 e f ¢ analitica no disco |z| < 2, o que podemos dizer
sobre |f'(0)]7

Aplicando a estimativa de Cauchy no disco onde temos a estimativa de f, segue

Um exemplo de func¢do que cumpre a condigdo acima é a fungao linear f(z) =
3exp(ip)z, observe que ela atinge a cota da estimativa: f'(0) = 3exp(ip) tem

norma 3.

Exemplo

O exemplo anterior ilustra a rigidez das fungbes analiticas: saber estimar uma
funcao real, mesmo analitica, nos extremos de um intervalo, nao diz nada sobre os
valores dela ou de suas derivadas no interior.

Considere g, () = nsinz, no intervalo (—m, 7) a fungao é analitica (isto é, sua série

de Taylor converge) e temos

(=) = gn(m) =0,

no entanto ¢/,(0) =n — oo, quando n — oco.
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Mas professor...

Por que a versdao complexa g,(z) = msinz nao produz uma contradigdo entao?
Porque estamos testando em mais pontos: precisamos analisar |g,| em todos os

pontos do disco |z| = 7, e nesse exemplo em particular
gn(im) = msin(ir) = insinh,

com |sinh 7| > 10, enquanto antes tinhamos g, = 0 no bordo (real).

Se f é inteira e limitada, entdo f™(0) =0, Vn > 0.
Como f ¢ limitada, temos |f(2)| < M para algum M > 0 e para todo z complexo.

Por outro lado, como f é inteira, podemos usar a estimativa de Cauchy em qualquer

disco centrado em 0 e de raio r > 0:

Fo ) < MM

;,aTL

Para um n fixado, o numerador da fragdo é uma constante (ndo depende de r).
Tomando o limite na desigualdade acima quando r — oo, concluimos que £ (0) =

0.

Esse exemplo fornece uma prova do

Teorema de Liouville

Se f é inteira e limitada, entao f é constante.




Esse resultado é notavel pela simplicidade do enunciado e pelas suas consequéncias.
Uma fungao inteira é uma fungao analitica em todo C. Uma fungao é limitada
quando |f(z)| < M, para todo z no dominio e para um M > 0 fixo.

Ja sabemos que funcoes constantes sao inteiras e limitadas. O teorema de Liouville
apresenta a reciproca (nada ébvia): toda fungao inteira e limitada é constante.

Se voce repassar os exemplos de fungoes inteiras que estudamos - trigonométricas,
exponenciais, polinomios e até a fungao sinc - verd que nenhuma delas ¢é limitada,
todas vao para oo em alguma direcao.

Funcgoes reais que sao analiticas e limitadas mas nao sao constantes sao faceis de
ecncontrar: temos seno e cosseno, temos arcotangente e sua derivada 1/(1 + z2).
Quando olhamos para sua extensao para o plano, vemos que na verdade elas sao
limitadas na diregao do eixo real, mas nao em outras dire¢oes (seno e cosseno) ou

pontos (como 1/(1 + 22)).




Vamos usar o teorema de Liouville para mostrar que nao existe fungao inteira f =
u + 1v, nao-constante, tal que v > 0 no plano todo.
Suponha que f = w + iv ¢é inteira e a parte imaginaria de f nunca fica negativa.

Dessa forma, a imagem de f esta contida no semiplano superior, e em particular
|f(z)+i >1, VzeC,

isto é, f(z) estd a uma distancia minima de uma unidade do ponto —i.

Dessa forma a fungao
1

glz) = 25—

f(z) = (=)
¢ uma fungao analitica em todo o plano: como f ja é inteira, os inicos pontos onde
g nao sera inteira serao onde o denominador se anula, e vimos que isso nunca ocorre.

Além disso a funcao g é limitada: usando a estimativa anterior,

9()] = et < 7
1f(z) = (=) = 1
Portanto do teorema de Liouville g é constante:
1 1
9(z) =C = = flz)=—i+

e f também ¢é constante.

O ponto crucial no exemplo acima é que a distancia de f(z) até o ponto é limitada
por baixo. Apenas f(z) # —i em todo o plano nao é suficiente para garantir f

constante (pense na fungao w = exp(z) — 7).




O teorema da representagao conforme de Riemann (semana 8) diz que se D # C
¢ um aberto simplesmente conexo, existe uma funcao bijecao conforme f : D —
{|z| < 1}.

A restricao que D nao é todo o plano nao pode ser removida: suponha que existe
uma fungao analitica no plano todo f : C — {|z| < 1}, entdo sua imagem esta
contida no disco: f é limitada. Do teorema de Liouville, f é constante no plano —

e fungoes constantes nao sao conformes, nem bijetivas.




Teorema fundamental da algebra

Se p é um polindmio nao constante, entao p tem uma raiz em C.

Sim, o teorema fundamental da algebra segue do teorema de Liouville, e por con-
sequéncia da férmula de Cauchy.

Vamos rascunhar a sua prova:
Seja
p(z) =ap+a1z+ -+ a,z"
um polindomio complexo, suponha que p nao tem nenhuma raiz em C. Note que
0 Unico polinomio que nao tem grau definido é o polinomio nulo, e ele tem raizes,

entao foi excluido na hipotese acima. Segue que p tem grau n > 0.

Dessa forma, a fungao

¢ uma fungao racional definida em todo o plano (pois o denominador nunca se
anula) - ela é uma fungao inteira.

Estimando o médulo de ¢, temos

1 1
Ip(2)]  |z"||agz™™ + @12t 4 - - -+ ay|

la(=) =

Quando |z| — oo, temos que |¢(z)| — 0, logo ¢ é limitada.
Do teorema de Liouville, ¢ é uma funcao constante. Dai p(z) = 1/¢(z) também é

constante.

Segue do teorema fundamental que enquanto o grau do polinémio for maior que 1,
ele tem uma raiz em C. Efetuando a divisao por z — z; a cada raiz obtida, podemos
repetir o argumento e produzir uma nova (possivelmente repetida) raiz até que o
quociente tenha grau zero.

Normalmente citamos esse resultado quando vamos usar o teorema fundamental da

algebra:




Todo polinomio de grau n tem exatamente n raizes em C, conta-

das as suas multiplicidades.

Teorema

Teorema de Morera

Se f é continua em D e

qumz:a

para todo contorno fechado v : [a,b] — D, entdo f é analitica em D.

Vimos que quando a integral de uma fun¢ao em contornos fechados é sempre nula,

a integral nao depende do caminho e isso permite definir uma primitiva

F@:L?@M

onde zy € D é escolhido arbitrariamente.
Como F' ¢é analitica em D (por ser uma primitiva de f), sabemos da férmula de
Cauchy que F' tem infinitas derivadas em D. Em particular F” é definida em D.

Mas F' = f, logo F" = f' e isso significa que f é analitica em D.

Teorema

Teorema do médulo maximo
Se f é analitica em D aberto, 7 é um contorno fechado simples em D e f nao é

constante sobre e no interior de v, entdo o méximo de |f| é obtido sobre o contorno

Vo




Esse resultado é similar ao principio do maximo para solucoes da equacao de La-
place: quando uma fungao é harmonica em um aberto €2, 0 maximo e minimo dessa
fungao sao atingido na fronteira de 2.

O teorema acima diz que quando f é analitica sobre e no interior da curva, o maximo
do médulo de f é atingido na fronteira - que é a curva. A ligacdo entre funcoes

harmonicas e fungoes complexas analiticas aparece mais uma vez.

Vale uma versao para o valor minimo de |f|, quando f # 0 sobre e no interior da
curva.

Note que nesse caso, ¢ = 1/f atende todas as hipéteses do teorema do mdédulo
méximo, assim o valor méximo de |g| é atingido sobre 7.

Mas o méximo de |g| corresponde ao minimo de |f|.

O teorema do mddulo méximo fornece estimativas melhores para |f| do que
tinhamos usando a desigualdade triangular. Podemos encontrar o valor exato da
melhor estimativa da fun¢do na curva: como v é curva parametrizada, |f(y(t))| é
uma funcao real de uma varidvel, e encontramos seu méximo em [a, b] igualando a

derivada a zero e analisando a e b.




9 Séries

9.1 Seqiiéncias e séries

Definicao

Uma sequéncia (z,) é uma regra que associa a cada n natural um nimero z, € C.

Dizemos que a sequéncia (f,,) converge para z € C e escrevemos

lim z, = z,
n—o0

quando

Ve >0, dng €N, n>nyg= |z, —z| <e.

E

@




Definicao

Uma série
(o ¢]
>
n=0
é uma sequéncia (s,,) definida por
So = 2o, Sn+1 = Sn + Znt1-

A série converge para z € C quando a sequéncia (s,) converge para z. Nesse caso

escrevenos

A série converge absolutamente quando y .~ |z,| converge.

A série diverge quando ela nao converge.

Uma série nao precisa convergir.

Escrevendo z, = x, + iy,, associamos a uma sequéncia ou série complexa duas
sequéncias ou séries reais. A versao complexa converge se e somente se as suas
partes real e imagindria convergem.

O resultado a seguir sumariza os critérios de convergéncia envolvendo séries que

vamos precisar.




Teorema

Seja (z,) uma sequéncia complexa.
e Se (z,) diverge ou se lim,_, 2, # 0, entdo a série > - z, diverge.
e Se Y z, converge absolutamente, entao Y z, converge.

e Se existe o limite
Zn+1
ZTL

lim

n—oo

|
h

—se L <1, entdo )~ , 2, converge absolutamente.
—se L > 1, entdo Y~ z, diverge.

e Se existe o limite

lim |z,|/" =L
n—oo

—se L <1, entdo Y~ z, converge absolutamente.

—se L > 1, entao Y - z, diverge.

Cadeé os exemplos?

Como nosso foco serao séries de poténcias, nao vamos nos prender nas sequéncias e

séries numéricas complexas. Espere varios exemplos na secao 9.3.

9.2 Seqiiéncias e séries de funcoes




Definicao

Uma sequéncia de fungoes ( f,,) é uma regra que associa a cada n natural uma fungao
fo:D— C.

Dizemos que a sequéncia (f,,) converge pontualmente para f: D — C quando

lim f,(2) = f(2),

n—oo

para todo z € D.

Dizemos que a sequéncia (f,,) converge uniformemente para f : D — C quando
Ve >0, dng€N, n>ng = |fu(z) — f(2)] <e,

para todo z € D, e ny nao depende de z.

A definicao de convergéncia uniforme nao é pratica, vamos sempre usar os critérios

de convergéncia uniforme.

Nao vamos nos prender a exemplos de sequéncias de fungoes gerais, nosso principal

interesse sao as séries de poténcias complexas.




Definicao

Uma série de fungoes
o0
>
n=0

é uma sequéncia (s,,) definida por

s0 = fo, Bl = S F Jpails

A série converge pontualmente para f : D — C quando (s,,) converge pontualmente
para f.
A série converge uniformemente para f : D — C quando (s,) converge uniforme-

mente para f, e nesse caso escrevemos

n=0

Assim como uma série nao precisa convergir, uma série de funcées nem sempre
converge em algum ponto do dominio.

0 o ;. s .
Quando dizemos que )~ f, converge em apenas parte do dominio, na prética
o que estamos dizendo é: tomando U como o conjunto dos pontos onde a série

converge, a série das restricoes y - o fu|,, converge.

l

Uma sequéncia de nimeros complexos (a,) e um ponto zy € C definem a série de

poténcias
o

Z an(z — 29)".

n=0

Dizemos que a série de poténcias acima é centrada em zg e tem coeficientes a,,.

A série de poténcias sempre converge em z = zg.




Considere a série de poténcias

temos zp =0¢e a, = 1.

Fixando z; e aplicando o teste da razao na série > /(21)", temos

zn—l—l
lim |Z—| = lm |z1| = |21].
n—oo | Zz{ n—00

Segue que a série converge se |z| < 1 e diverge se |z| > 1.

Como de costume, nada pode ser dito sobre os pontos |z| = 1.

A soma dessa série de poténcias é

= 1
Zzn: =z
n=0

de modo analogo ao caso real.

1

1 ¢ representada pela série acima.
—Zz

No disco |z| < 1 a fungao

Para estabelecer a igualdade acima, use a definicao de convergéncia de série.

Exemplo

A série de Taylor da funcao exponencial é

vamos aplicar o teste da razao para verificar onde ha convergéncia. Para z fixo
temos a série com coeficiente b, = 2™ /n!, calculando o limite

2" (n + 1)!'
2/l

2"l

S L W
z”n!(n—}—l)‘ o0

= lim =
n—oo

lim =
n—oo

z
n+1

Assim a série é convergente para todo z € C.




Definicao

Dizemos que R é o raio de convergéncia da série de poténcias

o0
Z an(z — 20)"
n=0

quando a série é convergente para todo z com |z — 29| < R e divergente para todo

z com |z — zo| > R.

O caso R = 0 corresponde a uma série que s6 converge em z = 2y, enquanto o caso

R = oo corresponde a uma série que converge em todo o plano.

Aplicando o teste da razao na série de poténcias geral

o
Z an(z — 20)",
n=0
novamente fixando z temos
_ n+1
lim ani1(2 = 20) = lim |2t |z — 20| = |2z — 20| lim i
n—00 an(z — zo)n n—oo | Ay, n—oo | Ay,

Suponha que existe (ou ¢é infinito) o limite

o An41
lim =1L,
n—oo | @,

o critério da razao nos diz que a série de poténcias converge em z quando |z — 2| L <
1 e diverge quando |z — zo|L > 1.

Em outras palavras,

1

QAn-1
an

lim,,_ ’

é o raio de convergéncia da série de poténcias.




O raio de convergéncia também pode ser calculado usando o teste da raiz,

quando o limite existe.

Teorema

Critério de convergéncia uniforme

Se a série
o0

Z an (21 — 20)"

n=0
converge e R = |z; — 2|, entdo a série de poténcias

(e.9]

Z an(z — 20)"

n=0

converge uniformemente no disco |z — zo| < r, para todo 0 < r < R.




Teorema

Derivacao e integragao termo a termo

Se a série de poténcias
o
n
E an(z — 29)
n=0

¢ convergente no disco D = {|z — z| < R}, entao a fungao f: D — C,

o

F2)=> an(z—2)"

n=0

[©N

e continua em D;

e diferencidvel em D e

o0
= Znan(z —z)"
n=1

para todo z € D;

e integravel sobre todo caminho v em D, e

/Yf(z =§:an/z—zo "dz.

n=

Escolhendo o caminho de integracao comecando em z, permite escrever a série de

poténcias da integral de f,

: _ - an n+1
/Zof(w —Zn+1z—z) :

n=




Vamos obter novas séries usando a série geométrica

o0
gz”:

n=0

vélida em |z] < 1.

Derivando os dois lados, temos

1
Z"z =a

novamente vélida para |z| < 1. Para escrever na forma padrao de séries de poténcias,

tome k =n — 1, obtendo

> 1
k—i—l —_—
2k + D= =g

Escrevendo w = 1 — z, obtemos na série geométrica

L i(l — i (w—1)"
w n=0 n=0

uma série de poténcias centrada em w = 1. Como a fungao é analitica no disco

|lw — 1| < 1, para cada w dentro do disco podemos integrar no segmento ligando 1

Y1
/ —dz = Log(w),
.z

a w, obtendo

e do outro lado

/ z—l”dz—Z/ Z_l)ndz_i(_j—):wn-‘rl’

n=0

S

que nos da a representacao de Log em série de poténcias, também valida para

lw—1| < 1:

Log(w) = Z (n_i): w™ .

n=0

Para escrever na forma padrao de séries de poténcias, tome £ = n + 1, obtendo
(e}
(=D
Log(w) = —w".
g(w) =) —

Note que a soma comeca em k = 1, o que significa apenas que ag = 0 (pois

Log(1) = 0). O essencial é somar apenas poténcias de w — wp no expoente correto.
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