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Diferenciabilidade e Fungoes Analiticas, Equagoes de Cauchy-Riemann e Fungoes Harmonicas

Exercicio 1. Usando a definigdo, calcule a derivada de f(z) = 2z* — 22 nos pontos:
1.1. z = z 1.2. z=-1

Exercicio 2. Determine todos os pontos z € C em que f é derivavel e descreva o maior conjunto onde

f ¢ analitica.
2.1. f(2) = |7| 2.2. f(2) = |2 — y?| + 2i|zy|.
Exercicio 3. Use a Regra de L’Hopital e determine os limites abaixo:

10 sin z sinz — z
2+l 3.2. lim 3.3. lim -~
z—i 20 41 z—=0e* — 1 2—0 22

Regra de L’Hépital: Sejam f,g : D — C derivaveis em 2z, € D. Se
f(z0) = g(z0) =0 e ¢'(20) # 0, entao

lim f(z) _ (=)
=20 g(2)  g'(20)

Exercicio 4. Suponha que f : C — C é inteira e vale f(2z) = 2f(z) para todo z. Mostre que existe uma

constante ¢ tal que f(z) = cz para todo z.
Exercicio 5. Mostre que se f e f sao fungoes analiticas em C, isto é, sao inteiras, entao f é constante.

Exercicio 6. Dé um exemplo de uma fungao inteira f(z) — nao constante — em que nao vale a

igualdadef(z) = f(2).

Exercicio 7. Verifique quais das fungoes abaixo sao analiticas em seu dominio e quais sao inteiras. Nos

casos em que a fungao é analitica, encontre a funcao derivada.

7.1. f(2) = Arg(2) 7.2. f(2) = » —1—1 7.3. f(z+iy) = 2xy+i(y*—2?)
z

Exercicio 8. Verifique quais das fungoes abaixo sao harmonicas e exiba seus conjugados harmonicos. Deé

a expressao para f(z).



8.1. u(z,y) = zy® — 23y 8.3. u(x,y) = sin(x — y)
8.2. u(x,y) = 3z 4 22% — y® — 2¢? 8.4. u(x,y) = e ™ sin(a® — 3?)

Exercicio 9. Marque V' (verdadeiro) ou F' (falso) para as seguintes afirmagcoes, justificando as suas

respostas e citando os resultados usados:

9.1. ( ) A funcao f(z) = T4 i—Y ¢ diferencidvel para todo z # 0.

x2+y2 x2+y2

9.2. () A fungao f(z) = 2% + y* nao é analitica em qualquer ponto.
9.3. () A fungao f(z) = 2% + y* + 2izy ¢é diferencidvel em todo o eixo .
9.4. () A fungao f(z) = 2% + z nao é analitica em qualquer ponto.

9.5. () Mesmo que as Equagbes de Cauchy-Riemann sejam satisfeitas em um ponto z, a fungao

f(z) = u(z,y) + 1w(x,y) pode nado ser diferencidvel em z.

9.6. ( ) Existe uma funcao analitica f(z) = u(z,y) + iv(z,y) tal que u(x,y) = y* + 5.

Bons Estudos!!!



